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1. 



Zur gründlichen Richtigstellung des 
Ausdruckes für das Integral 



Professor der Mathematik an der k. k. Universität an Prag. 

(Vorgetragen in der am 23. Juni 1851. gehaltenen Sit- 
zung der königlich buhmischen Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Prag.) 



In neuerer und neuester Zeit haben mehrere kritische Analy- 
tiker, mit Cauchy an der Spitze, an dem bekannten und so 



häutig in Auwendung kommenden Integral / — , dessen Diffe 



rentialquotient das Umgekehrte (der reeiproke Werth) der Grund- 
veränderlichen x ist, mancherlei gegründete Anstüsse gefunden, 
die noch nicht zur allseitigen Zufriedenstellung behoben werden 
konnteo. Diese Befriedigung mit trefienden Gründen zu erzielen, 
Ut der Zweck folgender Abhandlung. 




0 



Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 




f. L 



Dieses Integral, dessen üblicher Ausdruck 



(1) 




Theil XX. 



1 
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wenn 1 die Andeutung der natürlichen Logarithmen ist, zeichnet 
sich durch mehrere auffallende Eigenheiten aus. 

dx 

1. ) Sein Integrand, — , bleibt ungeSndert, wenn man die 

Veränderliche, x, durch ei ne Proportionale, ax, ersetzt, 
deren constanter Verhältniss-Factor « eine beliebige, positive oder 
negative , reelle oder imaginäre Zahl ist. Erlaubt mau sich die- 
sen Ersatz auch in dem Logarithmand zu vollbringen, so erfolgt 

(2) f~ = Kax) + C. 

In diesen willkChrlichen Factor, a. darf man daher auch die 
arbiträre Integrationsconstante C mit einbegreifen, folglich ihn 

durch Ca oder durch ^ ersetzen, wodurch sich herausstellt 

(3) fO± = HCa *>^. 

Diese gleichgeltenden dreierlei Ausdrücke sind weit allgemeiner 
als der ursprüngliche, veranlassen aber den Anstoss, dass sie 
für negative und imaginäre Logarithmande imaginär ausfallen, 
während doch der Integrand selbst reell ist. 

2. ) Führt man an die Stelle der Veränderlichen eine belie- 
bige Potenz derselben, x n , ein, deren Exponent (») was immer 
für eine, positive oder negative, reelle oder imaginäre, ganze, ge- 
brochene oder irrationale Zahl sein mag; so wird das Integral 
blos durch diesen Exponenten vervielfacht, daher wieder herge- 
stellt, indem man das entstandene Integral durch jenen Exponen- 
ten theilt. Es ist nemlich: 

daher umgekehrt 

Pdx__\_ P d(x n ) . 
J x ~~ nj ar" 

und wenn man diese Abänderung auch in den Integralausdrücken 
und (3) ausführt, findet man noch allgemeiner 

(4) /^ = I, ( ^ + C .=I|(0^-ll^. 

3. Jeder Logarithme ist bekanntlich eine unendlich vieldeu- 
tige complexe (binomiale imaginäre) Function , daher muss das 
vollkommen allgemeine Integral auch unendlich vieldeutig 
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sein. Bedient man sich daher Cauchy's bekannter Bezeichnung, 
so ist am allgemeinsten 

(3) /^=i l («^))+c=i.((r^))=L,(( a -£;)). 

4.) Uebergeht man von diesem unbestimmten Integral auf ein 
bestimmtes mit algebraisch entgegengesetzten Integrations- 
grenzen , so kann die Auswerthung des letzteren nicht so gerade- 
hin durch die übliche Einsetzung dieser Grenzen iu das allge- 
meine Integral vollzogen werden; weil bei dem Uebergange der 
Veränderlichen x aus dem Positiven durch Null ins Negative der 

Dif f erentialcoefficien t - an dem Werthe ar=0 unstetig 

(unendlich gross), das Integral selbst dagegen für x—0 gleich- 
falls unstetig und dann für negative x imaginär wird, wofern 
man nicht zum Exponenten n eine gerade Anzahl gewählt hätte. 



§. 2. 

Diese Wahrnehmungen haben zuerst Canchy bewogen, in 
seinem Resumä des lecons sur le calcul infinitesimal, 
4°. t. 1., 1823., an mehreren Stellen, wie S. 87. und 92., die 
Mathematiker darauf aufmerksam zu machen, dass das gewöhn- 
liche Verfahren 

(1) f^-^ + c 

zu setzen nur da, wo x positiv ist, gestattet sein könne, oder 
dass man nur so lange 

setzen dürfe, als die Constante C mit x gleichstimmig gewählt wird. 

Ohne sich in eine tiefere Begründung einzulassen, setzt er 
sofort, auf S. 104.J 107. u. s. f. , dort wo x eben so wohl negativ 
als positiv gedacht werden kann, ^ 

(7) f J ^=l l ^ )+c oder =r l (ü)*- 

Seither hat er in seinen analytischen Arbeiten überall die letztere 
Form als die richtige beibehalten. 



l* 



Digitized by Google 



4 

V 

* 



S-3. 



Von Cauchy's Anhängern durfte wohl Herr Professor Gru- 
nert der Erste dieser Anhiebt offen beigetreten sein, indem 
er in seinen „Elementen der Differential- und Integral- 
Rechnung", 2. Tbl., Leipzig, 1837. S. 31, diesen Fragepunkt 
folgend ermassen bespricht. 

„Weil bekanntlich, wenn man unter der Voraussetrung, da-«s 
V reell ist, das obere oder untere Zeichen nimmt, je nach dem X 
positiv oder negativ ist , 

, Y s _ ±dX dX 



ist; so ist 

dX 



= !( + *) + C, 



mit derselben Bestimmung wie vorher wegen des Zeichens. Cm 
aber die «lurch das doppelte Zeichen verursachte Unbequemlich- 
keit zu vermeiden, wolleu wir im Folgenden, was «ffeobar ver- 
stattet ist, immer 



/ 



Hiergegen mass ich jedoch 

H±X> 



sei zunächst 



=1 VA», 
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„Potenzirung und Wurzelziehung nach einerlei Expo- 
nenten, unmittelbar nach einander ausgeführt, heben 
sich auf", 

basirt ist, welcher laut de« Begriffs der Wurzel zwar da streng 
gilt, wo einer Wur/el/jeliung die gleichhohe Potenzirung folgt, 
der aber unrichtig wird, wenn umgekehrt einer Potenzirung die 
gleichhohe Wurzelziehung nachfolgt; weil jede Wurzel bekannt- 
lich nicht blos eindeutig, sondern so vieldeutig ist, als ihr Ex- 
ponent zählt. 

Will man jedoch kritisch vorgehend 

±X=(([±X]*))l=({X*))l 

setzen, so ist es bei dem Uebergange auf die Logarithmen immer 
gestattet, ohne weiteres 

zu setzen; weil ja der vorletzte Ausdruck zwei formig, der letzte 
aber nur ein förmig ist. 

In seinem „Leitfaden für den ersten Unterricht iri 
der höheren An alysis, Leipzig, 1838., S. 158., Note" wie- 
derholt Herr Professor Grunert anfangs im Wesentlichen das Obige, 
nur fugt er, um sich gegen den Vorwurf „einer unnüthigen und 
unüberlegten Neuerung*' zu schlitzen, noch folgende Bemerkun- 
gen bei: 

„Nach meiner Ueberzeugung ist die Formel 

falsch, und gilt blos in dem Falle, wenn X positiv ist, 
keineswegs aber auch in dem Falle, wenn X negativ ist, wie 
schon daraus unzweideutig hervorgehen durfte, dass für 

ein negatives X bekanntlich \X imaginär, die Grösse -jg- aber 

reell ist, und doch wohl auf keinen Fall das Integral 

I -jg- des reellen Differentials der imaginären Grösse IA' 

gleich sein kann." 

Die hier in Frage gestellten Behauptungen hoffe ich im Fol- 
genden (in § 6.) gründlich widerlegt zu haben. 
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Dieser Ansicht schloss sich auch Herr Professor Schlu- 
milch in mehreren seiner seistreichen und kritischen Aufsätze 
an, die er im Archiv veröffentlichte. Zuvorderst gehört hieher 
eine -«Stelle in einem seiner polemischen Aulsatze gegen Dr. Bar* 
fuss, 5. Bd., 1844, 8. 388. Den daselbst ausgesprochenen Anti- 
tithesen zwischen dem Wirklichen und algebraisch Unmöglichen 
kann ich jedoch , als Mitverfechter der — freilich noch wenig 
Gnade flndenden — Ansichten eines Mourey, Warren und 
Gauss Ober die Realität der sogenannten imaginären Grössen 
meinen Beifall keineswegs zollen, 

Darauf gab er für diese Ansichten einen eigenen Beweis im 



6. Bde., 1845., 8. 326 - 328. Die Grundlage desselben ist die 



l'n Veränderlichkeit des Integrals / — , wenn x in — x uber- 



geht. Indes« gewähren gleichwohl die einleitenden analyti- 
schen Kunstgriffe nicht die erwünschte Befriedigung, zumal man 
über den eigentlichen Grund doch nicht die notnigen Aufschlüsse 
erhält. Zudem streitet sein <p(0), welches eigentlich =1(0)=— oo 
ist, mit der, durch die Bemerkung 4) in §.1. veranlassten , Lehre 
Catichy's von der Werthbestimmung indeterminirter Integrale 
(Resume\ p. 93 - 96.). 

Gegen diesen Beweis stritt Herr Lehrer Dr. Strauch im 
6. Doppelhefte, Nr. 57., der Heidelberger Jahrbücher der Litera- 
tur für 1845, S. 911—913., indem er Herrn Schlömilchs Ver- 
fahren eine „unnaturliche Künstelei" nennt, und während dieser 
das begrenzte Integral 




/»+3 dx 1 %imm . 1 . . Mx 1 , 9 

-2 




Dagegen ist 




imaginär, and bleibt in alle Ewigkeit imaginär. 
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Nun nenn diese Ewigkeit an den mancherlei, bereits abge- 
laufenen, bekannten Ewigkeiten ein gutes Beispiel sich nehmen 
wollte, so dürfte sie so gar lange wohl nicht mehr dauern. 

Ihm entgegnete hierauf Herr Professor Seh in milch im 8. 
Bde. des Archivs, 184«, Literar. ßer. S. 436. 437., und wies ihm 
seinen Irrthum nach, indem er — worauf hier Alles ankommt — 
darlegte, dass allgemein 

fl 

ist; wobei freilich auch seine zwei Beireise noch eine genauere 
Sicherstellung bedürfen. 

»So wie er an diesen Stellen nur die begrenzten Integrale die- 
ser Art berücksichtigte, eben so beweist er endlich die Gültigkeit 
auch für das allgemeine fragliche Integral in seinem „Handbuch 
der Differential- und Integral - Rechnung, 2. Tbl., 
1847., S. 6., 7." Allein auch da mangelt die nnerlässliche vor- 
läufige Nachweisung des Rechtes, die Lehre von den Logarith- 
men und das Rechnen mit ihnen, obwohl sie lediglich nur für 
absolute Logarithmande in der Algebra erwiesen werden, so 
geradezu auch auf negative Logarithmande ausdehnen zu dürfen. 



Ausser den genannten haben die anderen neueren und neue- 
sten mathematischen Schriftsteller über Integralrechnung diesen 
bedenklichen Punkt gar nicht berührt; seihst der um die Samm- 
lung der analytischen Arbeiten Cauchy's verdiente Moigno 
(1844) begnügt sich mit der blossen Hinstellung des richtigen 
Integrals. 

Vielleicht vermuthen Manche, es sei, wenn irgendwo eine Be- 
denklichkeit darüber eintreten sollte, leicht durch die Wahl der 
Integrationsconstante C abzuhelfen. In der That scheint es, als 
dürfe man , wenn die gewöhnliche Integrationsweise (l) angewen- 
det wird, für negative Werthe von x, bei denen 

» 

wird, nur 

IO*)=l* + !(-l) 

setzen und l( — 1) in die Constante C mit einbeziehen; oder wenn 
man die Integration (6) verwendet, bei welcher unter gleicher 
Annahme 
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/dx — x 



wird, bloss die Constante C negativ nehmen. 

Auch hilft dieses Mittel wirklich, wenn die Integration zwi- 
schen gleich stimmigen, und zwar — was hier allein zu erfor- 
schen bleibt — zwischen zwei negativen Grenzen zu voll- 
ziehen ist. Denn soll das Integral bei x= — a anfaugen, d. i. 
= Null sein, so muss vermöge (1) 



Soll dieses hei .t= — b enden, so erfolgt, weil l( — 6) = l6-fl( — I) 
gesetzt werden darf, also -fl( — 1) mit — l(— 1) sich aufhebt, das 
bestimmte Integral 



thatsächlich reell. 

Will man , weil die Integrationsconstante bei diesem Hergange 
ohnehin herausfallt, sie nicht erst bestimmen, sondern einfach die 
Integrationsgrenzen einsetzen, so erhält man nach (1) 



Allein hier nimmt man überall stillschweigend an, dass man be- 
rechtiget sei, mit Logarithmen negativer Zahlen gerade so wie 
mit denen der positiven zu rechnen, was doch vorerst noch zu 
erweisen bleibt. Man umgeht diese Schwierigkeit — vielleicht auch 
nur scheinbar — wenn man nach (6) 



bestimmt und hierin die willkuhrliche Constante C, um nur posi- 
tive Logarithmande zu erhalten, In — C verwandelt, wonach 






- a 
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nie früher entfällt. 

Nimmt man jedoch dieses Integral innerhalb ungleich- 
stimmiger (entgegengesetzter) Grenzen, etwa nur von — a bis 
-f-6, weil Tür die gegentheilige Integration von -f a bis —b, mit 
der Entgegensetzung der Grenzen , auch das Integral selbst nur 
entgegengesetzt zu nehmen kommt, folglich 



ist; so wird man von beiden Aushilfsmitteln verlassen. Denn ge- 
mäss der Integrations weise (1) erhält man 



so dass man das Beziehungszeichen von C nie so wählen kann, dass 
beide Logarithmande positiv ausfallen; mithin ist das erwähnte 
begrenzte Integral nach dieser Darstellung sicher imaginär. 

Allein ein begrenztes Integral, dessen Integrand ftir alle 
im Integrationsintervall gelegenen Werthe der Veränderlichen, wie 
im vorliegenden, reell bleibt, kann als Summe von lauter reellen 
Elementen nimmermehr imaginär ausfallen; mithin ist der zuletzt 
erhaltene imaginäre Betrag des in Rede stehenden Integrals ge- 
wiss unrichtig. 

Sonach entsteht die Frage, wie alle erwähnten Widerspruche 
gründlich zu heben seien, und wie sofort die Integration für alle 
Fälle gültig durchgeführt werden müsse. 



Hierbei muss vor Allem — was auch sonst immer, wenn es 
nothwendig ist, geschehen sollte, — die allgemeine Integration 
von der begrenzten sorgfältigst unterschieden werden. 

Die allgemeine Integration ist nichts Anderes als der 
Rückschritt vom Differenziren, indem sie von einem Differential 
zu der als früher differenzirt vorausgesetzten Function zurück- 




und nach der Integration (6) ist 




§. 6. 
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schreitet. Sie nimmt die Bestimmung des Grenzverhältnisses der 
gleichzeitigen Aenderungen zweier zusammenhängender Verän- 
derlichen als früher geschehen an, und sucht von diesem Ver- 
hältnisse der Aenderungen zurückgehend den Zusammenhang jener 
Veränderlichen seihst, die Abhängigkeitsweise (Function) der einen 
von der andern wieder herzustellen. 

Nun liegt es in dem Begriffe des Differenzirens und wird da- 
nach auch in den kritischeren Lehrbüchern über Differentialrech« 
nung, wie in jenen von Cauchy und seiner Anhänger Grunert, 
Moigno und Schlümilch, noch insbesondere ausfährlieh erwie- 
sen, dass das Differenziren nicht minder bei imaginären als bei 
reellen Functionen vollführt werden könne Hiebei wird nun das 
Differential einer imaginären Function im Allgemeinen freilich wie- 
der imaginär ausfallen, allein in besonderen Fällen kann es doch 
auch reell werden. Denn wenn u, c reelle Functionen von x vor- 
stellen und die V— 1 mit I bezeichnet wird, so ist die allge* 
meine Form einer imaginären Function dieser Veränderlichen 



Dieses wird nun, da -r- nicht nothwendig jederzeit Null sein 
muss, sondern im Gegentheil gewöhnlich von Null verschieden 



auch ausnahmsweise Null sein kann, dann nemlich, wenn die 
Function r nur annahm s weise nicht aber in der That von x ab- 
hängt, oder ein Ausdruck von x ist, aus dem bei zureichender 
Reduction diese Veränderliche gänzlich herausfallt; so kann das 
Differential einer imaginären Function doch auch zuweilen reell 
ausfallen. 

Mithin kann auch umgekehrt das allgemeine Integral 
eines reellen Differentials gleichwohl imaginär sein. 

Bei dem allgemeinen lntegriren ist demnach ein Sich- 
beschränken auf reelle Integralformen allein ganz und gar unge- 
gründet, sobald nur die Zulässigkeit des Hechnens mit solchen 
imaginären Formen in früheren Doctrinen gerechtfertigt worden ist. 

Nun wird aber in »der That in den Lehrbüchern über alge- 
braische Analvsis die Befugniss mit den imaginären Logarithmen 
negativer Zahlen wie mit den reellen Logarithmen positiver Zah- 
len zu rechnen ausdrücklich dargelegt; somit unterliegt es keinerlei 

dx 

Anstand von dem reellen Differential - das allgemeine Integral 



= u f IC, 



daher ihr Differential 





Digitized by Google 



11 

in der imaginären Form l(— x) darzustellen, die als vieldeutig 
auch durch 1((— .r)) ausgedrückt werden kann. Denn indem man 



setzt, erhält man bekannter Maasen noch ferner, wenn man den 
absoluten Werth der Zahl x durch val. abs. x andeutet, 



/ 



d % = I (val. abs. x) + !((-!)) + C 



oder 

= l(val. abs. x) + C+t(2r + 1)tt, 

wo r eine positive oder negative Grenzzahl vorstellt. Verbindet 
man damit nie Betrachtung, class auch das für positive x geltende 
übliche Integral (?) in die ähnliche Form 



^=!<(+*))+C 

= l(val. abs.x) + l((+l))-f C 
=l(val. abs. x) + i*jbrit + C 



gebracht werden kann; so lassen »ich beide Integrale vereinen iu 
der Form 

(10) y^=I (val. abs. *) + C + iC", 

wenn man die Constante C complex wählt und das Reelle von 
dem Imaginäreu scheidet. Und jedes dieser Integrale gibt 
differenzirt das zur Integration vorgelegt gewesene Differential 

dx 

— • 
x 

* 

Für die allgemeine Integration sind sonach auch die gekün- 
stelten Gestaltungen (2) bis (5) des Integrals ohne Werth, weil 
sie ja alle bei genügender Reriuction und bei der Ausscheidung 
des Constanten doch immer wieder auf die einfache Form (1) 
zurückgebracht werden können. 

Hat man dann auch noch für jede reelle oder imaginäre Form 

, X^ntp{x)\i^{x) 



ist; so ist bei allgemeiner Integration auch 



12 

wie z. 13. 

t 

wo jedoch die Cnnstante C jederzeit als eomplex vorauszuset 
zen Ist 



8- 7. 

Bei der besonderen oder begrenzten Integration dage- 
gen, wie sie bei der Auflosung zumeist geometrischer, mechani- 
scher und physikalischer Aufgaben vorkommt, sucht man nicht 
sowohl aus dem gegebenen Differentialverhältnisse diejenige Fun- 
ction wieder zurück, welche differenzirt dieses Verhältnis» liefert: 
sondern man fragt vielmehr nach der Summe — dem Integrum — 
sämmtlicher successiven Aenderungsbcträge, welche die gesuchte 
Function erfährt, während die Grundveränderliche von ihrer unte- 
ren Grenze zur oberen stetig vorschreitet, und welche einzeln 
nach Anweisung des zu integrirenden Differentials berechnet wer- 
den können. Mithin ist diese Rechnungsweisc mit der allge- 
meinen Integration zwar im üblichen ftamen verwandt, allein 
im Grundbegriffe, in der Tendenz und Ausführung, von ihr we- 
sentlich verschieden. 

Bei ihr sind die einzelnen schrittweisen, stetig in einander 
übergehenden Aenderungslieträge, die unendlich kleinen Kiemente . 
der gesuchten Function, folglich auch die ihnen gleichgeltenden 
stetig successiven Werthc des Integrands, eben so wie die Ver- 
änderliche und ihre Function, durchweg reell zu denken. Um 
nach der Gauss'ischen Ansicht über die Realität der imaginären 
Grössen zu sprechen, während man bei der allgemeinen Inte- 
gration auf einer ganzen unbegrenzten Ebene alle algebraischen 
Operationen ausführt, zieht man sich bei der begrenzten Inte- 
gration auf eine einzige Gerade dieser Ebene zusammen. Auf 
dieser entfallt alles Seitliche (Laterale) — Imaginäre — und nur 
das Directe (das Gcradaus) — das Reelle — bleibt verfügbar; 
alle Grössen, die beiden zusammenbringenden Veränderlichen, der 
Differentialcoefficient und das Integral, müssen in den Grenz- und 
Zwischenwerthcn durchnehcnds reell sein, wenn anders ein 
solches Summirungsgeschält der nach einander folgenden Aende- 
rungsbeträge (Zusätze, Elemente) einen klaren Sinn, eine deut- 
liche Auffassung, in der Wirklichkeit zulassen soll. 

Mithin darf bei dem begrenzten Intcgriren kein Satz, der nur 
fürdasRechnen mit reellen Zahlen erw iesen worden ist, ohne w eiteres 
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auch für imaginäre Zahlen gelten gelassen werden. Dieser in der 
höheren Analyst* leider noch immer so häutig wahrnehmbare Feh- 
ler trägt auch bei der vorliegenden begrenzten Integration des 
tlx 

Differentials — die Hauptschuld des eingeschlichenen Irrthums; 

x 

weil man in ihr die imaginären Logarithmen negativer Zahlen 
zulässt und mit ihnen anstandslos rechnet, wogegen doch nur a b • 
solute logarithmische Grundzahlen, folglich auch nur positive 
Logarithmande, in den Voraussetzungen und in der algebraischen 
Lehre vom Logaritbmiren zugestanden worden waren. 



S- a 



Nach Aufstellung dieser unbestreitbar richtigen leitenden Prin- 



/ dx 

cipien nehmen wir nun das fragliche Integral / — nochmal, jund 

zwar zur völligen Sicherstellung auf mehrere Weisen, zu inte- 
griren vor. 

I. Erstes Integral ions - V er f ahrcm Integration 
mittels unbestimmter Functionen. 

Nehmen wir — was bekanntlich genügt — ein particuläres 

t(x 

Integral des Differentials — in Betracht, dessen sonst arbiträre 

Constante hier eine bestimmte Zahl sein soll; so möge der voll- 
ständige Ausdruck dieses (particulären) Integrals , mit Einschluss 
seiner Constante, die dermalen noch unbestimmte Function f\x) t 
also das Integral 



dl) f*=M 



seih. 



Die Bestimmung dieser Function /' kann nun auf folgende Wei- 
sen geschehen. 

a). Erste Bestimmungsweise der Function f(x). 
Setzen wir für x die Potenz x n , in welcher der Exponent n jede 
reelle Zahl vorstellen, jedoch lediglich der reelle Werth der im 
Allgemeinen vieldeutigen Potenz berücksichtiget werden darf; 
so wird 

folglich wenn man differenzirt und reducirt 
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* 

Pttx 

Da hier / «— wieder das obige particuläre Integral f(x) vor- 
stellt, so bleibt es verstattet, auch hier dasselbe durch f(x) zu 
ersetzen und somit erfolgt 

. (12) n/tr)=/U«) 
als die eigentlich aufzulösende Functionalgleichung. 

Um darin die zwei Veränderlichen x und n zu schneiden, sei 

x n = z 

eine neue Veränderliche, und nehmen wir beiderseits die natürli- 
chen Logarithmen. Dann fordert die — ja nicht zu übersehende 
— Bedingung, dass x und z zwar reell sein sollen, aber gleich 
wohl eben so gut negativ als positiv sein können, und die Grund- 
bedingung, dass bei durchgängig reellem Rechnen die Logarith- 
mande, gleich den logarithroischen Grundzahlen, nur positiv — 
oder vielmehr irrelativ (absolut) — gedacht werden können, die 
unabweislicbe Vorbereitung, beide letzten gleichen Zahlen zu 
einer geraden Potenz, also am einfachsten zur möglich nieder- 
sten, d. i. zur zweiten Potenz, zu erheben, also auf 

zu übergehen. Da bei der ersten Potenzirung, selbst wenn der Exponent 
v gebrochen oder irrational sein sollte, nur mehr der reelle \Verth 
zu berücksichtigen bleibt, so ist, zufolge der algebraischen Leh- 
ren von den Wurzeln und den Potenzen mit gebrochenen Expo- 
nenten, die Verwechslung der vorgeschriebenen zwei nach ein- 
ander folgenden Potenzirungen gestattet, mithin auch 

(**)«== 

Hier nun, wo beide zu logarithmirenden Zahlen positiv sind, dür- 
fen wir mit vollem Recht logarithmiren und erhalten sofort* 

*!(**) = l(i»). 

Obige Functionalgleichung (12) übergeht aber durch die Einfüh- 
rung der z in 

nf{x) =/(;), 

folglich, durch die vorangehende Gleichung getheilt, verwandelt 
sie sich in 

fM /&) 

l(**) - I (?) 

< 

wo nun — wie beabsichtiget — die x und i von einander geschie- 
den sind. Da diese beiden Veränderlichen von einander unabhän- 
gig sind, so erheischt die letzte Gleichheit, dass beide gleichen 
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Verhältnisse eine und dieselbe von x und z unabhängige Zahl, z. 
B. A y seien, folglich 

fix) _ A 
\(x*)~ A 

sei. Dann ergibt sich die gesuchte Function 

(13) f(x)=A\(x*). 

Zur Bestimmung der noch in Frage bleibenden Constante A 
bemerken wir, dass die Function f(x), vermöge der Gleichung 
(11) an die Bedingung gebunden ist, dass ihr Differential dem 

dx 

Integrand — gleiche, also auch, dass ihr Differentialverhältniss 
x 

f(x) dem Differentialcoefficienlen ^-^ dieses Integrands gleich, 
nemlich 

' <U) /*<*) = 5 

d\(x*) 

sei. Wie berechnet man aber hier f\x) oder — tt— - 'i 

Es kann nemlich nicht erlaubt sein, wolern unsere Rechnun- 
gen stets auf dem Boden der reellen Zahlen sich betregen sol- 
len, \(x*) in 2lar aufzulösen und danach \x in üblicher Weise zu 
differenziren, weil ja für ein negatives x der \x imaginär entfiele. 
Wir müssen also nach der allgemeinen Formel 

d\u diu du 

dx ~~ du du 

differenziren, in welcher der Logarithmand u eine stets positiv 
bleibende Function von x vorstellt. Da erhalten wir nun ohne 
Anstand für n=,t* 

d\u = l = J 
du u x h 



du — Or 



folglich 



d\(x*)_ 1 Jl 



Mitbin Ut 
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und nach obiger Bedingung (14) 

1 

A — — • 

x ar 

Da hier x eine beliebige reelle Veränderliche ist, so muss 

2,4 = 1, 

also 

1 



A = 2 



«ein. 



Substituten wir nun diesen Werth in (13), so finden wir die 
gewünschte Function 

(15) fe)=qlW, 

und wenn wir sie in den Ausdruck (11) einführen und zugleich 
von diesem particulären Integrale auf das vollständige Integral 
übergehen, finden wir für dieses 



(16) /^«J 



§. 9. 

i 

b). Zweite Bestimmungsweise der Function f(x). 
Setzen wir in der Gleichung (11) für x das Product uv zweier 
entweder von einander unabhängigen oder, wenn man lieber will, 
von einer dritten freien Veränderlichen t zugleich abhängendeu 
reellen Factoren u und r, so übergeht sie in 



Diffcrenzirt und theilt man, so erfolgt 

und insofern es gestattet ist , u und v zugleich als Functionen von 
/ anzusehen und sofort die gliederweise Integration vorzunehmen, 
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daher wegen der vorausgesetzte!! Particularitat des Integrals (11) 

rt«)+fl?)=Aw>). 

Diese Functionalgleichung in bekannter elementarer Weise 
(z. B. nach Cauchy Cours d'analyse, 1821, Chap. V. §. 1. 
ProbL 3.) aufgelöst gibt, jedoch blos für positive Werthe 
von « und »?, 

f(u)-^A\u, 

worin A coustant ist. 

Setzt man hierin, weil x nben so wohl negativ als positiv 
sein kann, eine stets positiv ausfallende gerade, also am einfach- 
sten die zweite, Potenz derselben für u, nemlich u=.x l , so ist 

f(x*) = A\(x*). 

Nun gibt die Gleichung (11), wenn man x in x 2 umsetzt, 
folglich 

und gemäss eben dieser Gleichung (11), weil in ihr f{x) ein par- 

ilx 

ticulares Integral von vorstellt, 

f{x^lf(x). 

Sofort ist 
und 

/■(*)= ^ !(**). 

Für die Ermittelung der noch unbestimmten Constante A dient 
wieder die Bedingung (11) und die ihr daselbst folgeode Differen- 
tiation , und derngema'ss ist 

• * 

1 A d\ ( x*) A 2 A 
x~~. 2 ' dx 2 x ' 

Theil XX. 2 
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mithin, da diese Gleicfaung für alle reellen Werthe von x iden- 
tisch sein soll, findet man 



II. Zweites Integration* - Verfahren. Integration 
durch Substitution/ 

Bezeichnen wir, zur Abkürzung, das gesuchte Integral durch 
y, setzend 



und nehmen wir uns vor, einen Logarithmus der Veränderlichen 
x einer neuen Veränderlichen gleich zu stellen; so ist es, weil 
x nicht blos positiv, sondern auch negativ sein kann , keineswegs 
gestattet, geradezu von x selbst den Logarithmen zu nehmen, 
wohl aber von ihrer zweiten Potenz", .r'~, weil diese jedenfalls 

Eositiv, also logarithmirbar ausfällt Setzen wir demnach, natür- 
che Logarithmen anwendend, 



so ist, wenn e dle Grundzahl solcher Logarithmen vorstellt, 



und wieder wie früher 



(15) /(*) = £ !(**), 



und sonach das dortige vollständige IntegTal (16). 



§ 10. 




!(*«)=*; 



x*=e*. 



Dies differenzirt liefert 



2x.dx=e*.dz, 
und wenn man dividirt und noch halbirt 



dx 1 , 

* = i *• 



Somit 



wird 




daher, wenn man zurück substituirt 
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y=2"l(*») + C, 

und wie oben 

(16) ^^rril^ + C, 



§. 11. 

III. Drittes Integrationsverfahren. Individualist- 
rung eines generellen Integrals. 

Schreiben wir das gesuchte Integral, indem wir - als die Po- 
tenz x~ x darstellen, in der Form 

y— J* x~ l .dx, 

so ist selbes ein individueller Fall des bekannten generellen In- 
tegrals 



/ 



für den individuellen Werth n-f 1=0 oder n= — 1. 



Um diesen zu ermitteln, »weil der Bruch — rr» wenn man 

71 -f 1 

so geradehin n-f 1=0 setzen wollte, die unbestimmte Form 
x° 1 

-q=q annehmen würde, schlage ich folgendes Verfahren ein, 
das ich bisher nirgends verwendet gefunden habe. 

lste Bestimmung* weise. Ich sehe 0 als den Grenz- 
werth der Veränderlichen n-f 1 an, wonach jr*+ I der Grenze 1 
zustrebt; und benütze die bekannte Erlaubniss, dem veränderli- 
chen Theile jedes Integrals eine beliebige Constante zu addiren 
oder zu subtrahiren, indem ich von .r"+» seinen Grenzwerth lab- 
ziehe, folglich setze * 



x m dx — 



n+1 

Um die Schreibung zu vereinfachen, mache ich 

n-fl = m, also n — m— 1 

und erhalte 
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/ 



x m — \ 

x»- l (1x = +C. 

tu 



Zum Uebergang auf das Integral / x-^dx lasse ich nun die Zahl 

IM der Grenze 0 stetig zueilen oder unendlich abnehmen; daher 
linde ich 

P T m _ 1 

lim / x m ~ hlx = lim 1- C. 

m =oJ m=o m 

oder weil die erstere Grenze 



dx 
x 



ist, 



/ 



— = lim 1- C. 

X rn-^Q m 



Nun ist aber bekanntlich, wenn a eine positive von n unabhän- 
gige Zahl vorstellt, 

i Inn — I« . 



Allein in ist hier nicht blos positiv , sodern auch negativ, 
daher darf man diese Grenzform nicht geradehin verwenden. Wohl 
aber ist x 2 jedenfalls positiv. Setze ich demnach a~x\ so ist 

a f0 = x 2w . Wähle ich ferner 2w=w, also <b = ™ ; so ist a a> = x m 
und zugleich mit lim m=r0 auch limo)=0. Sohin erfolgt anstandslos 

Im — — — =lim = hm — - =r öla = 0 K**)* 

und daher uie früher 



§. 1*2. 

2te Bestimmen gs weise. Gewöhnlich hat man bisher, die vor- 
her erwähnte Erlaubnis benützend, von x n ' 1 die gleichhohe Po- 
tenz einer beliebigen beständigen Zahl A, also 6 W + 1 , abgezogen 
folglich 
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W - _______ + c 



angenommen, dann, weil der entstandene Bruch für n+l=0 die 

0 

unbestimmte Form ^ annimmt, seinen Zahler und Nenner ein- 
zeln nach n differenzirt und hierin erst 7*4-1=0 gesetzt. 



Allein 



dn dn dn 



darf man, weil Alles reell bleiben muss, keineswegs wie ge- 
wohnlich so differenziren , dass man ohne weiteres 

setzt. Denn die bekannte Ableitung 

da* 



dx 



— a*\u 



bedingt für lauter reelle Zahlen, dass in der Expouentiellen a r 
die Grundzahl a positiv sei. 

Um daher die Exponenticllen ar"+', b n l l auf positive 
Grundzahlen zurückzuführen , setzen wir n + 1=2/11, folglich 

wonach 



/ 



w _<_^fi_ +c 



wird. Differenziren wir demnach Zähler und Nenner des letzten 
Bruches nach der mit w+1 zugleich verschwindenden Veränderli- 
chen m, so erhalten wir 



2 

giltig fiir 

* — — 1 und m = 0; 
daher nach wirklich vollzogener Substitution 
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Wenn man endlich die Constante — I (6 2 ) in die Constante 

der Integration mit einbegreift, so erhält man wieder das Inte- 
gral (16). 

Schlussergebniss der Integration. INach dieser sorg- 
sam sichtenden Beweisführung kann daher, wenn durchweg mit 
reellen Zahlen gerechnet werden soll, was bei dem s. g. be- 
grenzten oder bestimmten Integriren jederzeit geschehen muss, 
lediglich blos 

de) y*^=|i(**)+c 

gesetzt werden. 



§. 13. 

Wenden wir uns nunmehr zu den begrenzten Integra- 
len, so gewahren wir auf der Stelle, dass in dem vorliegenden 

Integral (16) sowohl der Differentialcoefticient - als auch der In- 
tegralausdruck 4 jl(or 2 ) für ar=0 unstetig, namentlich =db &> wird; 

weswegen die gewöhnliche Ermittelung des Werthes eines sol- 
chen Integrals in denjenigen Fällen, wo x=0 im Intervall der 
Integrationsgrenzen liegt, folglich diese Grenzen algebraisch ent- 
gegengesetzt sind, unstatthaft wird, und wir daher zur ursprüng- 
lichen und eigentlichen Bedeutung des begrenzten Integrals 
unsere Zuflucht nehmen müssen. Nach dieser Bedeutung gilt nun 
bekanntlich, wenn das begrenzte Integral 

/X 
(p(x)ffj: 

kurz mit J bezeichnet, der Grenzenunterschied X— x 0 in eine, des 
unendlichen Wachstbums fähige, Anzahl (/*) gleicher Theile, de- 
ren jeder =e sein soll, getheilt gedacht wird, so dass 

X— x 0 

= t 

n 

und 

lim £ = 0 

i 

ist, der Ausdruck 
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J= <p(x)dx=\\m.e[<p(x 0 ) + (p(x 0 -{-t) + tp(x 0 +2e) -f . . . . 

** . 

. . . +g>(*o+»— U)] 

= lim.f 2 <p(x 0 + re), 



r=0 



vorausgesetzt, dass <p(x) von x—x q bis a:=A seine Stetigkeit 
nicht einbüsst. 



§. 14. 

Um aber für den, gerade in der vorliegenden Frage in An« 
regung kommenden, Fall der Unterbrechung dieser Ste- 
tigkeit das Erforderliche vorzukehren, ändern wir beide Fren- 
zen x 0t A in die algebraisch entgegengesetzten — ;r 0 , — A ab, 
and bezeichnen das entstehende Integral durch J', so dass 



J'= j* *<p(x)dx 



ist. Um wieder auf die früheren Grenzen zurückzukehren, set- 
wir 



x = — z, dx = — dz, z = — x; 

wonach für 

x^z—Xq die z — x 0 

und für 

x— — X die z = X 
entfällt. Demgemäss wird 



J'=- f X <p(-z)dz, 



oder wenn wir — was erlaubt ist — die Veränderliche z wieder 
durch x ersetzen, 

~J'= f X <p{-x)dx, 
*• 

und somit nach dem oben in (17) aufgestellten Ausdrucke 
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(18) — ^'=^(9(-a- ü )-»- 9 )M^o + 0J+g>l--(^o+2£)J+ . 

• • • f <P[— + If)]| 
= lim .s r I rf— to-H»)]. 



r i» 



Addiren wir sofort die beiden Ausdrücke (17) und (18), so er- 
gibt sich 

8o oft aber die Function <p(.r), wie eben im vorschwebenden 
Falle, wo 

(20) L ' 

ist, so geartet ist, dass 

(21) <p(— z)z=-(p(x) 

sich ergibt, also 

(22) f>(ar) + 9(— *)=(> 

wird, so um ss auch der allgemeine Summand 

<p(*o+«) + g>[-(:r o +re)]=0 
werden, d. i. die gleichvielten Elemente 

«^(^0 + »*«) und *<P|— (^o+^O] 

der zwei Integrale 7 und — J' müssen gleich, aber entgegenge- 
setzt ausfallen, mithin suramirt sich wechselseitig ganz aufheben. 
Da überdies beide Integrale oder Summen gleichviel Glieder ent- 
halten, so müssen sie vereint sich gäozlich vernichten, folglich 
streng giltig 

J-J'=0 

sein. 

Sonach ist 

J=J'. 

ncmlich 



CM) 



so oft die Function cp(x) eine der einander gleichgeltenden Be- 
schaffenheiten (21) und (22) besitzt. 
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§. 15. 

Nachdem wir diese wichtigen Sätze über die Ermittelung der 
Werthe ins Gedächtniss zurückgerufen haben, kehren wir zu un- 
serem Integral zurück, particularisiren die Gleichung (23) nach 
der Annahme (20), und erhalten sofort vollkommen richtig 



x 



Seien a, 6 gewisse Absolutzahleu und setzen wir 

x 0 = + a, A=+6; 

also 

— j: 0 =— a, —X=—b; 

so erfolgt 

— a \a 

Bei einstimmigen Grenzen ist daher derWerthdes 

d t* 

begrenzten Integrals von * der nemliche, mögen die 

_ sc 

Grenzen beide positiv oder beide negativ sein. 

»* 

Weil hier die Auswerthung des Integrals durch den gewöhn- 
lichen Uebergang vom allgemeinen Integral zum begrenzten ge- 
schehen darf, da im Grenzenintervall weder der DiffereutialcoefH- 
cient noch das Integral die Stetigkeit verliert; so erhält man ver- 
möge des Integralausdruckes (16) anstandslos 



/-» dx /M-* dx 
:, =J n 



I 



t I 



g. 16. 



Um aber das, dem bekannten Anstände unterliegende, Inte- 
gral mit entgegengesetzten Grenzen zu ermitteln, setzen 
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wir., indem wir abermals a und b absolute Zahlen bedeuten las- 
sen, in (28) 

ar 0 = + a, X——b 

und erhalten ■ 

» 

/>-» dx /"+» dx 
m J ~x~J 

\a -a 

woraus erhellet, dass es hinreichen werde, nur das zweite Inte- 
gral mit ne.gativer unterer Grenze zu bestimmen. 

Ist nun 

a>6, also — a<— 6, 
so ist das noch zu ermittelnde Integral 

insofern —6 zwischen — a und +6 liegt 
Ist aber 

so findet man für dasselbe Integral 

-a -a +« 

weil hier -fa zwischen — a und -f-6 liegt- 

Es kann demnach jedes Integral mit entgegengesetzten Gren- 
zen auf eines 'mit gleichstimmigen im Allgemeinen ungleichen 
Grenzen und auf eines mit entgegengesetzten aber glei- 
chen Grenzen zurückgebracht werden. Da ersteres nach §.15. 
berechnet werden kann , so frägt es sich nur noch um das letz- 
tere, nemlich um 

weswegen wir dieses umständlich feststellen müssen. 
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$. 17. 



Die Gleichung (25) verwandelt sich, wenn wir den zweiten 
Tbeil in den ersten übertragen und anstatt seiner Zeichenände- 
rung die bekanntlich da zulässige Umstellung seiner Grenzen 
vornehmen, in 



wir hiezu beiderseits 

J*+ b d* 

so gibt, weil die Integrationsgrenzen — ö, —6; —6, -f6; +6, -fa 
an einander hangen, die Summirung in bekannter Weise 

— a — b 

Nun ist jedes begrenzte Integral eine Function seiner Grenzen, 
mithin haben vermöge dieser Gleichheit die entgegengesetzt glei- 
chen Grenzen bei dem fraglichen Integral keinen Einfluss auf 
den Werth de» begrenzten Integrals ; und sonach ist dieser Werth 
eine constante Zahl, die wir mit A bezeichnen wollen, so dass 



von a ganz und gar unabhängig sein soll.' 

Von der Richtigkeit der Gleichung (31) kann man sich auch 
auf folgende Weise überzeugen. Setzt man im Integral (30) 

x _ 2 
ä~ b' 

unter z eine neue Veränderliche und unter 6 eine neue ganz be- 
liebige Beständige verstehend; so ist 



dx dz . dar dt 
— = jr , also — =5 — j 
a b xi 



und für 
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x—Va wird z=±b; 

folglich findet man 

-a -b 

welches wieder die Gleichung (31) ist, da die Bezeichnung der 
Veränderlichen im begrenzten Integral gleichgiltig ist. 



j. 18. 

Zur Bestimmung der in Frage gestellten, für unsere Unter- 
suchung huchst wichtigen constanten Zahl A dienen nun mehrerlei 
Vorgänge. 

Iste Bestimmungsweise von A. Da a in (3*2) willkür- 
lich sein kann, so ist es wohl sehr naturlich, die Annahme u=0 
zu versuchen, bei welcher sicher richtig 

0 dx 
X 

— Ü 

ist, und nur noch zu entscheiden bleibt, welchen Werth 

Nun setzen Cauchy, Navieri, Duhamel und Schlo- 
milch in ihren Untersuchungen i'iber die begrenzten Integrale der 
unstetig werdenden Differentialformeln, stillschweigend, und 
ohne zwischen — 0 und +0 zu unterscheiden, dieses In- 
tegral geradezu gleich Null. Jeder kritische Analytiker weiss 
aber recht wohl, dass diese Unterscheidung zwischen —0 und 
-f- 0 nicht überall ohne weiteres unterlassen, werden darf, mögen 
auch minder sorgsame Rechner solche Distinction — um einen 
gegen mich gerichtet gewesenen tadelnden Ausdruck eines bereits 
verewigten mathematischen Collcgen zu gebrauchen — eine müs- 
sige Haarspalterei zu nennen belieben. 

Man kann sich hievon leicht überzeugen, wenn man in (33) 
x = —-, also dx= \dv, 

und für 

x~±0 sofort c= — - = T» 
setzt. Da erfolgt auf der Stelle 
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Während also im ersten Integrale die Integrationsgrenzen zu- 
sammenfallen, liegen sie im letzten über alleMassen weit 
aus einander. Ueber die letztere Bedenklichkeit lässt sich aber 
doch gewiss nicht so unbekümmert hinweggehen. 



Eine andere Bedenklichkeit tritt hier der Entscheidung cnt- 
n, wenn man das Integral (33) nach der Formel (17) zu be- 
men versucht. Denn da ist 

.r 0 = — ö, Ä=+0, also £= + 0, 



allein 



und 



^ 0 ) = - = ZI) - 



/ \ I 1 

9(-*o) = — = -4-0= f« 



folglich die zu summirenden Elemente f(p(x 0 ) und «p(~ Xq) unbe- 
stimmt gross, und die, dem begrenzten Integral gleiche, Summen-* 
grenze nicht mit entschiedener Sicherheit angebbar. 

2te Bestimmungsweise. Da in dem gesuchten Integral 
A die Grenze a gleichgiltig ist, so setzen wir zur Vereinfachung 
der Rechnungen <i=l, und beschäftigen uns daher mit dem, auch 
von Cauchy (im Kesume p. 95.) erforschten, Integral 



(35) 

Hierin setzen wir 



x = u n f 

vorläufig n willkührlich constant denkend. Dann ist 

dx = nu n - 1 (lu , 

also 

dx du 

— = n — • 
x u 

1 1 
Ferner weil u~x n ist, so muss zu x — ±l die u = (±l) n gehö- 
ren Da nun sehen wir uns aufgefordert die Zahl n zu wählen, 
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und finden sogleich, dass wir jeder Zweideutigkeit ausweichen, 
wenn wir — eine ungerade Zahl sein lassen. Netzen wir da- 

her — =2r+l, indem wir ±r = 0, 1, 2,.,. bedingen, so erhalten 

wir die Integrationsgrenzen u=il, folglich nach vollzogenen 
Substitutionen 

Hieraus finden wir jedoch sogleich 

2r.A=0, 

mithin da 2r nicht allein Null, sondern auch jede (positive oder 
negative) gerade Zahl vorstellen kann, mit Sicherheit 

,4=0. 

Wählen wir noch vorsichtsweise für i eine gerade Zahl 
2r, so ist x^ — u sicher positiv, 

2rx 2r ~ l dx = du, 

daher 



2r . - = du , 
x 



und für x = ±l jedenfalls die u=.+ l, folglich 

1 /*+* 1 
A = T J d«=2- r ( + l-(+l))=0. 

+ i 

Also auch da finden wir A=0. 

3te Besti mmungs weise. Benätzen wir wieder die in 
§.10. schon gebrauchte Substitution, so erhalten wir für x—±a 
die z = l(a 2 ). daher allgemein 

folglich begrenzt 

1 /»!(«»*) 1 

A = ^j c/z = i[l(a>)-l(a»)] = 0. 

!(•«) 
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4te Bestimraungsweise. Setzen wir in dem Ausdrucke 
(17) ^o=— a, jK=+a und n=2m, tbeilen wir nemlich jede Halb- 
scheid des Intervalls der Integrationsgrenzen in m gleiche Theile; 
so wird ein solcher Theil 

2a a_ 



folglich 



r=2m 

(p(x)dx = lim . « JT a>( — a + r«). 



Nehmen wir die von der unteren und oberen Grenze an gezähl- 
ten gleichvielten (Aten) Elemente zusammen, so ist für jenes Ele- 
ment jr = — a+A:e, fär dieses x = + a— fa; daher erfolgt 

/! a k=m 
<p(x)dx = \\m.t 2 W-a+Ae) + 9(«-^)]. 
tm=0 k—O 

Ist aber die Function <p(x) insbesondere von der in (22) angedeu- 
teten Eigenschaft, so heben sich jede zwei solche gleichstellige 
Summanden, wie gross oder klein sie auch sein mögen, ja selbst 
wenn sie gleichzeitig und gleichen Schrittes ins Unendliche stei- 
gen wurden, vollständig auf, und folglich annullirt sich auch die 
ganze Summe. Das fragliche begrenzte Integral wird sonach 

J= q>(x)dx=0, 



(22) = 0 

ist 

Nun ist aber in dem zu ermittelnden Integral A 

(23) rt*)=J. 

also die Bedingung (22) erfüllt, mitbin ist auch nach dieser Be- 
stimmung 



Schlussfassung. Und so wäre denn streng erhärtet, dass, 
welchen Werth auch die Grenze a haben möge, jedes zwi- 
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neben gleichen entgegengesetzten Grenzen genom- 
mene Integral der vorliegenden Art gleich Null, nemlich 

OS) y M, t=o 

sein in us - 



§. 19. 

Wenden wir dieses wichtige Ergebnlss auf die Integrale (*28) 
und ('20) an, so erhatten wir 

— a a -f-o 

d. h.: Entgegengesetzte Grenzen dieses Integrals kön- 
nen durch Abänderung des Vorzeichens der eineu 
oder der anderen Grenze gleichst! mraig gemacht 
werden. 

Und danach lässt sich die Auswerthung dieses begrenzten 
Integrals, durch Einsatz der Grenzen in das richtige allgemeine 
Integral 

/dx 1 
!(**)+ C 

ohne Anstand bewerkstelligen. 

Hält man sofort die Integrale (26), (27) und (37) zusammen, 
so findet man für alle möglichen viererlei Zeichenstellungen der 
Integrationsgrenzen 

/^dx ri>dx r->dx r->dx i./// 2 \ 
»-=/ *=/ 7=i x = « l (ä*)* 

\a -u \a -a 

und insbesondere fär b=0 wieder wie früher 

r\°dx r-*dx i., _ 
W J F=./ ¥ = 2 11 =° 

Hieraus leuchtet ein, dass der Werth dieses begrenzten 
Integrals keineswegs von den algebraischen Bezie- 
hungen (der Positivitat oder Negativität) , sondern lediglich 
von* den absoluten Werthen seiner G renzen abhängt. 
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Demgemäss lässt sich diese« begrenzte Integral nicht allein 
nach dem von Cauchy richtig angegebenen allgemeinen Integrale 
(16), sondern auch nach der von mir aufgestellten allgemeinen 
Integrationen cUe 

(10) f - - 1 (val. abs. x) + C + iC" 

mW X 

* » 

genau auswerthen , indem man nach der letzteren 

(3e) f^'f*'* 

oder , wofern x 0 und X positive oder uegative Zahlen vorstellen, 

(40^ r **?-=\ ™ x - abs - - 

v ' J x val. abs. x ü 

** 

findet. 

Auf diese Weise ist demnach z. B. das in §. 4. citirte Integral 

3 dx 



dx da :__ P~i dx P* 



(41) 

entweder nach (38) 



x 



oder nach (39) 



- 1 ! 9 

-•Vi' 



— 1 2 ' 



$. 20. 

Sehen wir zum Ueberflusse oder vielmehr zur Beseitigung 
jedes Zweifels noch nach , ob und wienach diese völlig richtig 
gestellten Rechnungsergebnisse auch noch mit geometri- 
schen Betrachtungen im Einklang stehen, welcher Prüfstein ins- 
gemein für den schärfsten gehalten wird. 

Dazu lassen wir in dem bekannten allgemeinen Integralaus- 
drucke des Flächeninhaltes einer von einem ebenen Curvenbogen 
und den rechtwinkligen Coordinaten seiner Grenzpunkte begrenz- 
ten Figur 

Theil XX. 3 
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x„ 



diese Curve eine gleichaxige Hyperbel (IHH'G' (Taf. I. 
Fig. 1.) von der sogenannten Potenz A 2 , folglich, für OP~x 
und PM=y , 




sein, wonach allgemein 

X 

erfolgt. 

I. Lassen wir zuvorderst beide Integrationsgrenzen 
positiv sein, dehnen wir nemlich die Flache f von x=x 0 ~ OA 
=+a und y—AB bis x=X=OC=+b und y=CD aus, wo 

a) als Urfall 6>a sein soll, so erhalten wir nach (42) und 
(38) die Fläche 

(43) ABDCA=t x =k*f* b ~ = + \k* I (^) , 

+« 

wobei wir — hier und im Folgenden — um das betreffende alge- 
braische Beziehungszeichen dem Endausdrucke mit Entschieden- 
heit vorschreiben zu können, den Logarithmand jederzeit >1 
machen. Dagegen erfolgt 

ß) wenn 6<a, nemlich Xz=b=zOE<OA ist, die Fläche 
(44) ABFEA=t*=P J^* = \**($ = -\**(p)- 

+o 

In der That sind die zwei Flächen f t und f 2 algebraisch ent- 
gegengesetzt. Denn für eine fixe Fläche JKBAJ=¥ , welche au 
einer fixen Ordinate JK anhebt und an der Anfangsordinate AB 
der zwei Flächen f t und f., endet, sind die zwei mit den nerali- 
chen Schlussordinaten CD und EF wie die f, und f., endenden 
Flächen 

JKDCJ=z JKBAJ+ABDCA = F -f f, 

und 

JKFEJ= JKBAJ— ABFEA = F- f 2 . 



* 
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Die zwei Flächen f, und f a werden also der Fläche F ent- 
gegengesetzt aggregirt, die I, ihr addirt, die f 2 aber ihr sub- 
trahirt; mithin sind sie nicht allein geometrisch entgegengesetzt, 
insofern sie diesseits und jenseits der gemeinsamen Anfangsordi- 
nate AB liegen, sondern auch algebraisch entgegengesetzt. Wählt 
man zur Vereinfachung der Untersuchung die fixe Fläche F, wie 
hier, dergestalt, dass die sich ihr anschliessende Fläche f. sie 
vergrossert, und sieht man Vergrösserung als positive Beziehung 
an, so ist f, positiv, folglich f 2 negativ, wie es die Rechnung gab'. 

II. Wählen wir ferner beide Integrationsgrenzen ne- 
gativ, dehnen wir nemlich die Fläche f von x=x 0 r=OA'=— a 
und y-AB' bis x=X=OC=-b und y^zVW aus; so ist, 

a) wenn 6>o ist, die Fläche 



Dagegen ergibt sich, wenn 

ß) 6<a nemlich X=—b-OE' und OE'<OA' ist, die Fläche 

(46) A'BF'E'A' = f" = ft» j*'* ~ ss \ k\ I ^ 

Dass P und P, als auf entgegengesetzten Seiten ihrer An- 
fangsordinate A H gelegen , ebenfalls algebraisch entgegengesetzt 
seien, erhellet wie früher leicht, wenn man sie der Fläche 
J'K'B'A'J'=F' anfügt. Dass aber P gerade so wie fi positiv 
sein soll, bleibt noch zu rechtfertigen. Dazu müssen sie beide 
an einerlei Fläche gefügt werden können, welche zum Theil von 
den Aofangsordinaten AB, A'B' beider Flächen begrenzt wird. 
Eine solche Fläche ist die Figur 

ABKL'JA'B'K'LJA=?s. 

Denn an sie wird die Fläche 

A'B'D'CA'^zV 

eben so wie die Fläche 

ABDCA = f, 

hinzugefügt (addirt). also sind sie beide positiv. Dagegen wer- 
den der Fläche % die zwei Flächen f" und f 4 entzogen (subtra- 
hirt), mithin sie zugleich negativ. 

3* 
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Ueberdles sind die zwei gemischtlinigen Vierecke f| und f. 
wofern OA=OA'—a und OC=OC'=b ist, wie »ich leicht durch 
Aufeinanderlegung beweisen lässt, congruent, also auch in 
Grosse gleich, Da sie nun auch in algebraischer Beziehung ein- 
ander gleichen, so sind sie völlig gleich, neinlich f|=P. Ein 
Gleiches gilt auch von f 2 und P 1 , wofern zugleich OE=OE' ist. 
— Hiedurch ist sofort die Giltigkeit der Gleichung (25) geome- 
trisch bestätiget. 

III. Nehmen wir die untere Grenze negativ und 
die obere positiv, beide aber gleich, lassen wir also die 
Fläche f von x — x 0 = — a= OAt und y — A'B' in Taf. I. Fig. 
2. bis ar=A 0 = + a=OA und y=AB sich ausbreiten. Daist, 

wenn man sich vorstellt, dass Oy und Oy einander stets glei- 
chend, unendlich wachsen, also auch yG und «6\ einander 
gleich bleibend, unendlich abnehmen, die Grenze der Fläche 

-a -a fo 

^A'RGyOA' + ABGyOA 
— <P' + «Pi • 

Diese zwei Flächen q>' und ep, sind aber offenbar congruent, 
da sie, wenn man die eine bei festgehaltenem Punkte O um eineo 
gcstrekten Winkel herumdreht, zur völligen Deckung gebracht 
werden können. 

Denkt man sich nun auf ein Rechteck A'N'NA, von dem zwei 
parallel« Seiten Verlängerungen der Ordinalen AB und A'B 1 sind 
und die zur A'A parallele Seite IS U N noch über die Fläche q>' 
hinaus liegt, die Gruppe der zwei congruenten Scheitelvierecke 
a' und rpi, wie in Taf. I. Fig. 2., aufgelegt, so wird diesem 
Rechtecke A'N einerseits das gemischtlinige Viereck g>' ent- 
zogen und andererseits das gemischtlinige Viereck <p* an der 
übrig bleibenden Fläche <D zugesetzt. Somit zeigt sich y' sub- 
tractiv und <p x additiv, oder da in unseren Annahmen die Addi- 
tion die positive Beziehung ist*, die g>j positiv, folglich qp' nega- 
tiv. Weil aber auch noch <p x und <p' congruent sind, so ist 
<p' = — p|j folglich <p' -*-<?!=(). 

Demnach gibt obige FlächenaggTegation 

AN+ (g»'+^,)= J'iV+qp'+9>i ^(A'N—q^) + <Pi =<P+9>i 
oder auch 

= A'N, 

und zugleich ist 
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(47) A'B'G'yOyGBAOA'==zJ Ha ~=0=\\ ^= 

-a 

Dadurch wird sonach die Gleichung (36) geometrisch bestätiget. 

IV. Nehmen wir endlich, wie früher, die untere 
Grenze negativ und die obere positiv, jedoch die obere 
absolut betrachtet grösser als die untere, lassen wir nemlich 
die Fläche f von x=x 0 z= — a = OA' und y — A'B\ in Taf. I. 
Fig. 2., bis x=X= +b=Oa>OA' und y=CD sich erstrecken. 
Da ist, mit Berücksichtigung von Nr. IH. und I., die integrirte 
Fläche 

(48) A'B'G'yOyGDCA'= J*** ~ = f^^x ^7 

-a '-o -fo 

= (<?>' r<P,)-K=fi 

-+}«©■ 

In der That, »venn man auf das Rechteck AN' die zwei ver- 
bundenen gemischtlini{»en nicht congruenten Scheitelvierecke <p' 
und OyGDCO = <p l + r i auflegt, so erscheint wieder <p' subtractiv 
oder negativ, und additiv oder positiv, also 9' = — qoj ; 

folglich ist dieses Flächenaggregat 

A'N + ( 9 '+9i + f, ) = A'N + (- 9l +9>! ) + r t = A'N + f, . ' 

Und dadurch ist denn auch die Gleichung (29) oder (37) geome- 
trisch bestätiget 



Nachdem wir nunmehr sowohl analytisch als geometrisch aufs 
Strengste erwiesen haben , dass für jedwede absolute Zahl a 

(36, 

und für die wie immer algebraisch beziehlichen Grenzzahlen a 
und b 

/ h dx_ 1 , 6 a 
■ 

ist; müssen wir noch prüfen, ob mit diesen festgestellten 
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Thatsachen die von Cauchy, zuerst in seinem bereits mehr- 
mals erwähnten Resume, 24. lecon, gelehrte Bestimmung der 
Werthe solcher begrenzter Integrale , die in ihrem Grenzen- 
Intervall unbestimmt werden, in Einklang stehe. Auf Seite 95, 
Zeile 7 — 18 argumentirt er wie folgt: 

„Nach der bekannten Zertheilung des Intervalls der Integra- 
tionsgrenzen iindet man 

mithin erscheint dieses Integral unbestimmt. Um sich zu versi- 
chern, was dasselbe eigentlich sri , genügt es zu beachten, dass 
wenn man mit c eine unendlich kleine Zahl und durch p, v zwei 
willkürliche positive Constanten bezeichnet, gewissen früher 
erwiesenen Formeln 6) S. 94. gemäss, sich ergibt: 

J X K=oJ x 
0 vi 

Mithin wird die Formel (9) werden 

— 1 —1 vt 

= lim[l( ( «) + l(-yj=|t, 

und für das fragliche Integral einen völlig unbestimmten Werth 
darbieten, weil dieser der Neper'sche Logarithme der willkürlichen 

u, 

konstante - sein wird." 
v 

Zum Schluss nennt er auf S. 96., Z. 18 — 22. den für p = v 
sich ergebenden Werth eines solchen Integrals den Hau nt werth 
(valeur principale) desselben, der im vorliegenden Falle Null 
wird. 

Diese Lehre haben auch Duhamel, IMoigno und Schlö- 
milch in ihre Lehrbücher der Integralrechnung aufgenommen. 

V 

Gegen solchen Vorgang Ca uehys müssen wir jedoch Folgen- 
des beraerklich machen. 
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1. In «einen Gleichungen 10) sind die angeblichen Grenzen 
keine wirk liehen, d. i. bestimmte fixe endliche Grenzen, son- 
dern nur zur Abkürzung der Rede so genannte (!) unendliche 
Grenzen; weil ja der Unterschied zwischen derlei unbestimmten, 
selbst nicht lixirten, Grössen und der gegen sie hii strebenden 
Veränderlichen keinesfalls kleiner als jede beliebige noch so klein 
angenommene Grösse zu werden vermag. Für solche Quasi- 
Grenzen sind jedoch seine Gleichungen 6) nicht erwiesen. Darum 
sagen die Gleichungen 10) auch .nichts Anderes als die Glei- 
chung 9), nemlich: dass die dortigen Integrale bezugsweise — » 
und | x sind, folglich ihre Summe unbestimmbar sei. 

• 

Bei der Zerfallung des Grenzen-Intervalls, von — 1 bis +1, 
in die beiden engeren Intervalle, von —1 bis — (iE und von +vt 
bis +1, wurde das Zwischen- Intervall von — pe bis -{-ve ausge- 
lassen, da eigentlich wie folgt zerfallt werden sollte: 

-i -i - t ut 4*i 

weil nur so alle Grenzen genau an einander sich auschliessen. 
Caucby nahm daher stillschweigend an, dass das von ihm aus- 
gelassene Mittel-Integral bei unendlicher Abnahme von e der 
Grenze Null deshalb zustrebe, weil auch seine beiden Integra- 
tionsgrenzen — pE und -fvc gegen die Null, als ihrer unerreich- 
baren Grenze, mit einander zugleich unaufhörlich convergiren. 
Er setzte nemlich * 

( 50) Ii«, r~<* = r^ =0 

t=oJ X ,/ X 

-JU* O 

oder auch 

=0. 



-/ 



x 

— o 



Allein bei dieser Grenzwerth -Bestimmung ward übersehen 
dass die Integrationsgrenzeu — + vi nicht gleichen Schrit- 
tes ihrer gemeinsamen Grenze Null zueilen, was unerlässlich 
bleibt. Darf man ja bekanntlich auch nicht sich erlauben, etwa 



oder 



„ sinuf sinO 

fz= 0 VE 0 



t= 0 VE 0 



u. dgl. zu setzen, so lange und ve also auch ft und v von ein- 
ander verschieden sind, wohl aber, wenn sie unter sich völ- 
lig gleich sind. 

Fordert aber C au chy's Annahme (50) unbedingt, dass ft— v 
sei, so verwandelt sich seine Gleichung 11) nothwendig in 
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-1 



r 



mithin besitzt dieses Integral keineswegs einen unbestimmten, also 
auch keinen Hauptwerth, sondern lediglich einen einzigen 
völlig bestimmten Werth. Und dieser ist .Null, wie er auch von 
uns nach der 2ten Bestimmungsweise in §. 18. gefunden wurde. 

Suchen wir zur vollkommenen Vergewisserung noch den rich- 
tigen Werth des aus 11) weggelassenen Mittel -Integrals 

*+ rr dx 



J * 



— ur 



bei der Annahme, dass (i und v ungleich seien. Da finden wir, 
zufolge der Gleichungen (28), (29) und (3G) dann nach §. 5. : 

1 ) wenn fi < v , also < vt ist , 

x —J x \/ x ~ + (i ' 

-fse -iit +,t" 

2) wenn ^>v, also ft*>v« und — f"< — vs ist, 

-fit -ur -rr 

Und wirklich, wenn man in Cauchy's Gleichung 11) das man- 
gelnde Mittel -Integral an seioe richtige Stelle einschiebt, zeigt 
sich dieser Werth als die erforderliche Ergänzung. Denn so fin- 
det man 

-! -1 -fit +rf 

-I +rf — JM 

V 1 fX V[l 

welcher Werth allein mit allen unseren früheren Ergebnissen 
übereinstimmt. 

Mit Rücksicht auf die, in §. 18. 4te Bestimmungsweise auf- 
gestellten Lehren ist nun leicht wahrnehmbar, dass ähnlich auch 
überhaupt in allen jenen begrenzten Integralen von der Form 

<p(x)dx , 



deren Differential Coefficient (p(x) mit seiner Veränderlichen x zu- 
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gleich sein Vorzeichen ändert und für ar = 0 unstetig wird, Cau- 
c h y's Lehre von den sogenannten Hauptwerken solcher unbestimmt 
werdender begrenzter Integrale eine strenge Prüfung nicht bestehe. 



Bemerkung des Herausgebers. 

Da die vorhergehende Abhandlung hauptsächlich gegen eine 
von Cauchy» Schlümilch und mir vertheidigte Ansicht gerich- 
tet ist, so glaube ich, ohne mich hier irgend in Weitläufigkeiten 
einlassen zu wollen, doch Folgendes bemerken zu müssen, und 
zwar um so mehr, weil die in Rede stehende Ansicht wohl bei 
allen den Mathematikern Eingang und Annahme gefunden hat, 
welche sich, so zu sagen, der Schule in der Analysis ange- 
schlossen haben, die noch neuerlich erst von einigen verdienten 
Mathematikern mit dem Namen der neueren kritischen Schule 
beehrt worden ist; bevorworte aber ausdrücklich, dass ich durch 
die folgenden, absichtlich m öglichs t al Igem ein gehalten en, 
ganz kurzen Bemerkungen dem geehrten Herrn Verfasser der obi- 
gen Abhandlung keineswegs etwa Behauptungen unterschieben 
will, die derselbe vielleicht gar nicht gemacht hat oder hat ma- 
chen wollen. Ich glaube nämlich, dass es weder Cauchy noch 
irgend einem Anderen eingefallen ist, geradezu zu behaupten oder 
auch nur stillschweigend anzunehmen, dass es geradezu unmög- 
lich sei „^'-^ unter einen ganz allgemeinen Ausdruck zu bringen. 

So lange aber Cauchy das Beeile und Imaginäre in der Analysis 
überall streng von einander sondert und aus einander hält, was 
nach meiner Ansicht gerade mit einen Hauptpunkt in seiner ge- 
sammten so buchst ausgezeichneten Darstellung und Begründung 
der Analysis, der au wirklicher mathematischer Strenge bis jetzt 
etwas Anderes nicht gleich kommt, ausmacht; so lange also auch 
nur von Differentialquotienten im eigentlichen Sinne 
von reellen Functionen gesprochen, und das Imaginäre mehr 
nur symbolisch aufgefasst wird, was also natürlich auch umge* 
kehrt in die Integralrechnung zu übertragen ist: so lange wird 
er berechtigt sein, die Schreibart 



welche das Integral eben nur als reell auffasst , für die allein rich- 
tige anzusehen. Auch in meinen Schriften über Differential- und 
Integralrechnung fasse ich ursprünglich durchaus nur das Beeile 
in's Auge, und weiss in der That auch heute noch nicht, wie 
ich den Begriff der Gränze als solcher im eigentlichen 
Sinne auf das Imaginäre ohne Weiteres übertragen soll, eben 
so wenig wie dies tauch y wissen wird. Die obige Abhandlung 
habe ich, um auch entgegengesetzten Ansichten Gelegenheit zu 
geben, sich geltend zu machen, gern im Archiv abdrucken lassen, 
bin aber durch dieselbe in meiner Grundansicht von der Sache 
nicht im Geringsten wankend gemacht worden, so wie ich aueh 
durch die bei vielen analytischen Entwickelungen gemachte Erfah- 
rung längst von der Vortrefllichkeit der obigen, vor allen Fehl- 
griffen in der kürzesten und einfachsten Weise sicher stellenden 
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Schreibart überzeugt worden bin. Dass bei allen Anwendungen 
der Differential- und Integralrechnung Unterbrechungen der Ste- 
tigkeit uberall vollständig vermieden, und die Fälle, wo sie sich 
finden, jederzeit besonders discutirt werden müssen, ist eine Sache, 
die sich jetzt so sehr von selbst versteht, dass sie besonders gar 
nicht mehr bemerkt zu werden braucht, und deshalb auch immer 
stillschweigend als selbstverständlich angenommen wird. Im Grunde 
aber scheint mir der geehrte Herr Verfasser der obigen Abhand- 
lung, wenn ich denselben, was ich ausdrücklich bevorworte, 
überall richtig verstanden habe, nicht einmal so sehr we- 
sentlich von Cauchy abzuweichen, wobei ich es übrigens jetzt 
ganz dahin gestellt sein lassen will, ob von demselben jranz ge- 
würdigt worden ist, dass der genannte, namentlich durch höchste 
Strenge und Evidenz bis jetzt unübertroffene Mathematiker, wie 
schon vorher bemerkt wurde, überall das Reelle und Imaginäre 
mit der grüssten Strenge und scrupulösesten Genauigkeit aus ein- 
ander hält. Weitläufiger hierüber zu sein , ist jetzt nicht meine 
Absicht. Mögen die Leser sich ihr Urtheil selbst bilden. Ich 
habe hier ein Urtheil über die obige Abhandlung, die ich ganz 
absichtlich aufgenommen habe, nicht aussprechen wollen und in 
meiner Eigenschaft als Herausgeber auch füglieh nicht ausspre- 
chen können; aber so viel glaube ich nochmals wiederholen zu 
dürfen, dass ich in meiner Grundansicht über die Sache durch 
diese Abhandlung nicht im Geringsten wankend gemacht worden 
bin, und mich der nach meiner Ansicht nach wie vorher sehr vor- 
trefflichen Caucby 'sehen Schreibart, die in grösster Einfachheit 
und Eleganz vor allen Fehlgriffen sicher stellt, fortwährend bedie- 
nen werde. 

Der wissenschaftliche Stand der Sache lässt sich in der ein- 
fachsten, kürzesten und bündigsten Weise so aussprechen : 

So lange man in der Differentialrechnung nur beweist 
und beweisen kann, dass, den Differentialquotienten als wirkliche 
Granze im eigentlichen Sinne aufgefasst, was nur bei reellen 
Grössen möglieh ist. nur für positive x und wenn \x den reellen 
Werth dieses Logaiithmus bezeichnet, 

dx x 

ist, so lange kann und darf man auch umgekehrt in der Integral- 
rechnung nur 

/f=K4»X 

das obere oder untere Zeichen genommen, je nachdem x positiv 
oder negativ ist, oder kürzer und eleganter 



setzen. 

• 

Und so lange diese Auffassung richtig ist, hat auch der Herr 
Verfasser des vorstehenden Aufsatzes das, was ich namentlich in 
dem Leitfaden für den ersten Unterrieht in der höhe- 
ren Analysis. Leipzig. 1838. S. 158 gesagt habe, nicht 
widerlegt. 
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Bemerkungen zur Convergenz der 
unendlichen Reihen. 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lebrnr an der Realschule zu Stralsund. 



1. In den folgenden Blättern beabsichtige ich einige Unter- 
suchungen Ober die Grenzen der Summen convergenter Reihen 
zu veröffentlichen. Sie sind hervorgerufen durch das Studium 
eines Satzes von Cauchy. der so lautet (Cours d'Anatvse 
p. 131): 

„Lorsque les differens termes d'une serie sont des fonetions 
d'une meine variable x t continues par rapport ä cette variable 
dans le voisinage d'une valeur particuliere pour laquelle la serie 
est convergente, lasommede la serie est aussi, dans le voisinage 
de cette valeur particuliere, fonetion continue de x. u 

Die Analysten haben von diesem Satze vielfachen Gebrauch 
gemacht, namentlich um die Entwicklung der Logarithmen unoV 
Kreisfunctionen in unendliche Reihen mit Hülfe der Binomial- 
reihe zu bewerkstelligen , und selbst im Eingange der Differential- 
rechnung spielt die Anwendung des obigen Satzes eine Rolle, in* 
dem man sich nur an die Elitwickelung des Differentials der Ex- 
ponent ial grosse, sowie man selbige in Herrn Cauchy 's Schriften 
liest, zu erinnern braucht. 

Ich glaube den grossen Verdiensten Cauchy's um die Wis- 
senschaft nicht zu nahe zu treten, wenn ich den angeregten Satz 
Air unrichtig erkläre, und es dürften die folgenden Betrachtungen 
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geeignet sein, zu zeigen, wie ausserordentlich vorsichtig man mit 
den unendlichen Reihen, selbst im Falle ihrer Convergenz, um- 
gehen muss. 

Die Richtigkeit meiner Behauptung zeigt sich zunächst an 
mehreren Beispielen. So ist die Function 

x*»(l—x) + x*<"+m-x) + x) -f etc. , 

welche bekanntlich für jedes x, dessen numerischer Werth klei- 

x* m , 

ner als 1 ist, die Summe jq^bat, unstetig für x=\ , da sie für 

x 1 m | 

diesen Werth verschwindet, während gegen die Grenze ^ 

convergirt, wenn x sich der Einheit nähert. 

Ein anderes Beispiel bietet die folgende Reibe: 
Jg> = siuqp— |rsin2<p + |-sin 3<p — etc., 

welche bekanntlich für alle Werthe von q> zwischen — n und -f» 
convergent ist. Diese Function ist unstetig für jp=— tc und qp=-f n, 
denn sie verschwindet für <p= \n, während sie für <p==f(7t—a), 

positiv und kleiner als I, den Werth T^j — yy erlangt. 



wo a 



Mit anderen Worten: es ist unrichtig, wenn man, um die 
Grenze der Summe einer convergenten Reihe zu bestimmen, in 
jedem einzelnen Gliede zur Grenze ubergeht und das Aggregat 
dieser Grenzen nimmt. Und diese Bemerkung bezieht sich nicht 
etwa blos auf einzelne Ausnahmen von einer allgemeinen Regel, 
sondern es wird aus den nachfolgenden Betrachtungen zur Ge- 
nüge erhellen, dass die beiden Grössen 

hlm[tpi(x)-{-^(x) +9>3^)+-] und Lim e>| (x) -f f Li m <p 2 (x) -f 

nur in besonderen Fällen dieselben Werthe haben, wenn beide 
Reihen ins Unendliche fortgehen. 

Man darf /. B., wie in vielen neueren Schriften zu lesen, aus 
der Gleichung 

1 j i 

(1 -I- ax) °= 1-f * + ^xx (l -a) ( l-2a) + etc , 

wo die Convergenz von x—— bis x=+^ stattfindet, nicht ohne 
eine anderweitige Untersuchung die folgende Gleichung herleiten : 
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Lim[(lf(ur) 0 J-l+x+^+^»+ etc., 
wo das Zeichen Lira, bedeutet, dass « gegen Null couvergiren soll. 

■ 

Ebenso ist die Differentiation einer unendlichen convergenten 
Reihe, auch wenn die resultirende Reihe noch convergirt, in» All- 
gemeinen nicht zulässig. 

Es sei z. B. 

F(x) = cp(x) + <p x (x) + tp 2 (x) + 

für einen bestimmten Werth y von x und für die Nachbarwcrthe 
von y, also 

F(y)=g>(y) + 9 1 (y) + g> a (y) + 

F(y+i) = <p(y +0 + <Pi (y+0 + <p 2 (y+0 + ; 

wo t eine endliche Grösse bedeutet, so beschaffen, dass obige 
Reihe von > y bis x=.y\i fortwährend convergent bleibt. Da 
die Subtraction zweier convergenter Reihen wieder zu einer con- 
vergenten Reihe führt, so kommt 

f\y\t)— F(y) _ . y(y+0 — y(y) , Pi(y-rO-<P i(y) , . 

t i + i """ 

Lässt man nun i sich der Null nähern, so gehen die Glieder 
in ihre Ableitungen über, es folgt aber nicht 

F' (y) = 9 '(y) + q>\ (y) + + etc. , 

wenn immerhin die Reihe rechter Hand convergent ist 

2. Um in ein näheres Detail unseres Gegenstandes einzu- 
dringen, sei 

u 0 ,, u^j, u^x, etc. 

eine von xz=zß—i bis x=ß convergente Reihe, und alle ihre Glie- 
der fiir die in Betracht kommenden Wert he |on x stetige Func- 
tionen dieser Variabein. Setzt man 

f(ß— 4 ssity^ + irfU^-i+rfty-i f- etc., 

so fragt sich, welchen Werth Lim. f(ß~ i) hat, indem i sich der 
Null nähert. Bezeichnen wir die Grenze von uW«, indem x ge- 
gen ß convergirt, mit ulr)ß, setzen 

s = u°ß -f uWß + etc. , 

und betrachten die Differenz 
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s-f(ß-i) = (« o r u^-0 + («f) ( i-u(^.,H (uWß-uWß-i) + etc.; 

die Glieder dieser unendlichen Heitre werden sich mit i zugleich 
der Null nähern, aber es braucht deswegen Lim (*— f(ß— i)] nicht 
=0 zu sein, kann vielmehr einen sehr beträchtlichen Werth ha- 
ben. Hiernach haben wir uns mit folgender Frage zu beschäf- 
tigen : 

„Es sei <jp(jr) = t?°i+^ 1 ^ + F« 2 )x + etc. eine unendliche Reihe, 
convergent von x=ß — i bis x=zß, wo i eine endliche Grösse be- 
deutet, die sehr klein sein kann; es nähern sich ferner alle Glie- 
der der Null, wenn x gegen die Grenze ß geht. Unter welchen 
Bedingungen ist tp(x) gleichzeitig mit ß — x unendlich klein?" 

Eine allgemeine Lösung dieser Aufgabe dürfte schwerlich er- 
reicht werden können. Ich werde indessen einige Theoreme über 
diesen Gegenstand entwickeln, welche bei vielen analytischen Un- 
tersuchungen einigen Nutzen gewähren dürften. 

3. Erstes Theorem. „Es sei r° t , rW,, ©(*>», etc. eine 
unendliche Reihe, deren Glieder für den Werth ß von 
x und für die Nachbarwerthe von ß (nach einer Seite 
hin ist nur nöthig) stetige Functionen von x sind, und 
sich der Null nähern, wenn x gegen die Grenze ß geht; 
auch sei die Reihe für die bezeichneten Werthe von x 
immer convergent. Bezeichnet man nun den absoluten 
Werth 

vod ^i + rWa»^! etc. mit Ä<">», 

so wird die Summe der obigen Reihe mit ß—x unend- 
lich klein, wenn sich ein Werth £ von x angeben lässt, 
so dass der Werth II " c nicht kleiner ist als alle die- 

t'enigen Werthe der Function RW X , welche sie von x — £ 
is x=ß erlangt, und zwar unabhängig von den beson- 
deren Werthen der Zahl n, wenigstens nachdem diese 
eine bestimmte Grenze überstiegen hat." 

Beweis. Es bedeute noch den numerischen Werth von 
t>°x + «? (l) x + ... + r*"- 1 ) , , so dass nun 

<p(x) = ±sW s ±RM J 

ist, wo die Vorzeichen beliebig sein können. 

Da die Reihe fÖr x~l convergent vorausgesetzt ist, so kann 

man einen so grossen Werth n' von n angeben, dass <g-* 

wird, wo £ eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet; zugleich darf 
man annehmen, dass der Rest /«' " z die im Lehrsatze ausgespro- 
chene Eigenschaft von n = n' bis n = ao habe. Wenn nun die 

Summe ebenfalls schon <i« ist, so folgt + 

Wenn aber jene Bedingung nicht stattfindet, so kann man einen 
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t 



Werth £' zwischen § und ß angeben, so dass wirklich <^f 

wird, indem die Summe s {n ') s aus einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern besteht, welche mit ß — x unendlich klein werden; nun ist 

vermöge der Annahme RMf> ™ folglich ist auch Ä<"V<ö'> 

also wie vorhin s^ n '^i + R ln '^> < €. — Hieraus folgt weiter, dass 
der absolute Werth von q>(x) für die vorhergehenden Werthe von 
x und n ebenfalls <e ist, und da diese Schlüsse gelten, wie 
klein « gedacht werden möge, so folgt, dass q>(x) sich der Null 
nähert, indem x gegen seine Grenze ß geht. 

4. Zweite* Theorem. „Es sei v° Xt tt^s, v& x etc. eine 
unendliche Reihe, deren Glieder für den Werth ß von 
x und für die Nachbarwerthe von ß stetige Functio- 
nen von x sind, und sich der Null nähern, wenn x ge- 
gen die Grenze ß geht; alle Glieder seien ferner po- 
sitiv von einem bestimmten Gliede an, und die Reihe 
immer convergent, für die bezeichneten Werthe von 
x. Wenn es nun einen Werth £ von x $iebt, so dass 
r n, < nicht kleiner ist als alle diejenigen Werthe, 
welche t>(")* von x—% bis x — ß erlangt, und zwar unab- 
hängig von den besonderen Werthen der Zahl n, we- 
nigstens nachdem diese eine bestimmte Grenze über- 
schritten hat, so wird die Summe der obigen Reihe 
gegen Null convergiren, wenn x sich der Grenze ß 
nähert." 

Der Beweis dieses Theorems reducirt sich auf das Vorher- 
gehende. 

Man denke sich nämlich einen Werth n' von n, so dass nicht 
nur »(*)| die im Satze ausgesprochene Eigenschaft hat, sondern 

auch fortwährend positiv bleibt fiir p^n' und fär jedes x 

zwischen \ und ß. Es ist dann, indem £' einen beliebigen Werth 
zwischen g und ß bedeutet, 

t*lAlty, etc., 

0*)f+«f*+>)f.f etc. T vMf*+t<*f1j»-f ©(«•+»>£,+ etc., 

d. i. > »«V, 

woraus die Richtigkeit unseres Satzes nach dem ersten Theorem 
erhellt 

5. Untersucht man die Reihe 1— x, x(l — x), x*(l — x) etc., 
so wird man finden, dass die Bedingungen des zweiten Theorems 
nicht sämmtlich erfüllt sind. In der Tnat ist die Summe dieser 
Reihe unstetig für «sei. 
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Man hat hier = x) = ty(x), also die Ableitung 

= (n + l)x»- 1 ^ 1 - * ) Da diese positiv für x < ~| , 

negativ für x > — -j , so folgt bekanntlich , dass die Function 

71 ix 

y{x) bis a:=— ^2 fortwährend wächst, vou x=z^—^ bis x=l 

fortwährend abnimmt. Wie nahe nun auch der bestimmte Werth 
der Einheit kommen mag, man kann n gross genug nehmen, 
ass ty(x) wächst, d. h. es lässt sich kein AVerth £ von x ange- 
ben, so dass t?( n )t alle Werthe von r(") x von x=l- bis x=\ uber- 
treffe, unabhängig von n. Also findet das Theorem hier keine 
Anwendung. 

6. Betrachten wir ferner die unendliche Reihe 

o 0 , a x x, a.^ 2 , a 3 x*, etc., 

und nehmen zuerst an, dass alle Coefficienten, sowie auch x y po- 
sitiv seien. Ist diese Reihe convergent von x=.y bis x=y+i, wo 
y, t positiv sind, so folgt 

Ar) = fl o -r- «iy + ^y 2 + e^- 

Ay + fl = rt o + «i(y+0 + /i a (y+0 2 + etc. 

/(y+0-Ay)=«i*+«J(y+O a -y 2 ] + etc. 

Da «n [(y + ») n — y n ] fortwährend positiv bleibt und stets ab- 
nimmt, indem i sich der Null nähert, für jedes n, so wird nach 
dem zweiten Theorem f(y+i) — f(y) mit i unendlich klein, d. h. 
f{x) ist stetig für ax=y. 

Sind die Coefficienten nicht alle positiv, so seien A 0 , A Xt A % , 
etc. ihre absoluten Werthe. Weno alsdann die Reihe 

A 0 , A x x, A^x*, etc. 

von x — y bis ar=y+t convergirt, wo y, i positiv sein sollen, so 
folgt wie vorhin, dass A x i + A 2 [(y-f-t) 2 — y 2 ] -f etc. mitt unendlich 
klein wird, folglich wird a x i + [(?+>)* — y 2 ] ebenfalls unendlich 
klein mit t 

Unter den nämlichen Voraussetzungen wird fly) — f(y — i), wo 
i positiv, sich mit t gleichzeitig der Null nähern. 

Der Fall, wo negative Werthe von x in Betracht kommen, 
lässt sich auf den vorhergehenden zurückführen. Denn macht man 
x=z — y, so verwandelt sich die gegebene Reihe in a 0 , — a x y, 
o 2 y 2 , — «3# 3 > etc., wo nunmehr y eine positive Grösse ist. Man 
ist somit zu folgendem Satze gefangt: 

Drittes Theorem. „Wenn die unendliche Reihe 
a 0 , a x x, a^x 1 , etc. von x=ß±i bis x = ß convergent bleibt, 



Digitized by Google 



49 

nachdem alle Glieder auf ihre numerischen Werthe 
reducirt worden (in welchem Falle die Reihe bekannt- 
lich selbst convergirt), so ist ihre Summe in diesem 
Intervall Oberall eine stetige Function von x." 

7. Die Schlüsse des vorigen Paragraphen sind immer zu- 
lässig, wenn die Reihe 

°ii> «*[(y+0 2 -y 2 ]. O3[(y+0 3 -y s ], etc. 

noch convergent bleibt, wenn an Stelle der einzelnen Glieder ihre 
numerischen Werthe gesetzt werden. Findet diese Bedingung 
aber nicht statt, was sich namentlich an den Grenzen des Inter- 
valls von x häufig ereignet, so scheint mir die Behauptung, das« 
,<i 0 -f-öiX+ö 2 ^ a + etc. für ar=zy stetig ist, im Allgemeinen nicht zu- 
lässig zu sein. — In der Regel genügen aber die nach Potenzen 
von x fortschreitenden Reihen den Bedingungen des dritten Theo- 
rems u. a. immer, wenn das Verhältniss ■ bei unendlich wer- 
dendem it gegen eine bestimmte Grenze L geht, da alsdann die 
Convergenz der Reibe der absoluten Werthe von x = — £ bis 

ar=-f stattfindet, wenn auch nicht immer für die Grenzen selbst. 

Ein Fall der Art, wo man zu besonderen Betrachtungen seine 
Zuflucht nehmen muss, ist folgender: 

Angenommen, es sei schon erwiesen, dass 

III 

\(\+x)=x- 2 x*\ ja: 3 — jj^ + etc. 



für jedes .r\l, man wisse aber noch nicht, dass diese Gleichung 
Rir x—\ gelte. Alsdann setze man 

1.1 

2 + 3 



* = l-^ + :T-J+etc. : 



und betrachte die Differenz 

s -\i\\x) = \—x--\{\-x*) + \{\--x*)-~ etc. 

Auf diese JReihe kann aber das zweite Theorem nicht angewandt 
werden, da die Glieder eine divergente Reihe geben, wenn man 
sie auf ihre absoluten Werthe reducirt. Wir haben daher einen 
andern Weg einzuschlagen. 

, Es sei der absolute Werth von der Summe der w— 1 er- 
sten Glieder, ÄW, der absolute Werth des Restes der Reihe, also 

Theil XX. 4 



j 

Zunächst lässt sich zeigen, dass -(1— tf") fortwährend abnimmt, 

indem n wächst, wenn dieses nur erst eine gewisse Grenze über- 
schritten hat. Die Grosse vx n nähert sich bekanntlich der Null 
als Grenze mit unendlich werdendem w (x ist nämlich ein ächter 
Bruch); es muss sich mithin ein Werth n' von n angeben lassen, 
so dass nx* von n = n' bis n — stets kleiner als die Einheit 
bleibt, alsdann ist um so mehr nx n < l+x+a?-\-.. +-a" -1 , woraus 

. . * . « I . * + l w \+X+X*+...+X*~ l +X* . . _ 1— X«* 1 . ' 

le,cht folgt — > d. , > T —, oder 

1 x n 1 — x n ^ x 

— — — > -j « — Die Glieder von werden demnach, nach- 
dem n den Werth n' erreicht hat, fortwährend kleiner, woraus 
sich leicht ergiebt 

n 

für ein bestimmtes x und von w=n' bis n=<x>. 

Der angenommene Werth von x heisse £; * bedeute eine 
beliebig kleine positive Grosse. * Man nehme einen Werth 

v von n zw ischen n' und oc, so dass — — < ^ e wird, w as 

immer möglich, alsdann wird auch ÄWf < ^-t sein. Ist nun sW{ 
1 

nicht < ^ e » 80 ,asse man £ 80 ,an 8 e zunehmen, bis diese Summe 
wirklich kleiner als t jt wird, so dass z. B. fWf» < ,y£, wo £' zwi- 

sehen $ und * liegen soll. Da nun offenbar — - — < - Ut, 

1— |" 1 1— 1 

und — — < 2« war, so wird um so mehr < ^t, folglich 

auch JBMf» < ^ «, i«*+fiW*« < mithin *-l(l+ar) absolut < f, 
und da f beliebig klein sein kam», so folgt Lim. I(l-fx)=jr, oder 

' 12=l-.j + j-j+.tc. 

8. Endlich will ich nach den vorhergehenden Principien eine 
Methode verbessern, deren sich ältere Mathematiker, nach dem 
Vorgange Eulers. bedient haben, um die unendlichen Reihen für 
den Sinus und Cosinus eines Bogens zu finden. (Introd. in Ana- 
lysin inf. P. I. Cap. VIII. p. 98.) 
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Diese Methode knüpft an die beiden bekannten Reihen an : 

cosnj- =(1 — 7i a tg a a: + n 4 tg 4 a:— etc.) cos"*, 

sin nx= (n x tgx-n 3 tg 8 o;+n 6 tg 5 a: — etc.) cos"* ; 

wo n, , » 3 , n 3 , etc. Binomialcoefficienten bedeuten. Diese Reihen, 
welche, wenn n keine positive ganze Zahl ist, ins Unendliche fort- 
gehen, convergiren für jedes x, dessen absoluter Werth kleiner 

als j n ist. 

Setzt man in der ersten dieser Gleichungen —m Statt n, wo 
m positiv sein soll, y — mx und — = o, so kommt 

c« s , eo S w= (*?y + «i^rw - - 



/ von »=-4"^ 



Es sei 

welche Reihe aus der vorhergehenden resultirt, wenn man in je- 
dem Gliede zu seiner Grenze für <p=0 übergeht, und von y=— os 
bis y^ + oo^convergent ist. Es bezeichne ferner <p( 9 ) die Reihe 

für cosycosöpy. Wir wollen beweisen, dass a — w(p) sich mit p 
gleichzeitig der Null nähert. * 



Zu dem Ende betrachte man die Differenz der beiden Reihen 
von denen die erste för jedes y, die andere för alle y zwischen 



— jj and + jj convergirt. Man hat 



+ [(l+f)(l+2 0 Kl+3o)(^ V ) 4 -n*], £^ + elc. 
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Diese Reihe genügt allen Bedingungen des zweiten Theorems, 
denn alle Glieder sind positiv, und werden immer kleiner, wenn q 

abnimmt, da dies von dem absoluten Werth der Grosse er- 

P 

wiesen werden kann*). Es convergirt also /Tp)— * gleichzeitig mit 
p gegen Null, folglich auch o— o>(p), da diese Grösse absolut nie- 
mals grösser als die vorhergehende ist 

Gebt man nun zu den Grenzen über**), so kommt 

fi+rfka-r£i+ e,c (tTy =7") 

Auf ähnliche Art gelangt man mit Hülfe der Reihe für Rinnx 
zu der bekannten Entwickelung von siny, wobei wir uns nicht lan- 
ger aufzuhalten brauchen. » 



Von den Doppelreihen.- 

9. Doppelreihe heisst jede Verbindung von Horizontal» und 
Vertikalreihen, deren jede ins Unendliche fortgeht, sie wird also 
durch folgendes Schema dargestellt: 



[»<V etc. 

etc, 
etc. 



i^'i» i? v ''*. p v *'s> 
\etc. etc. etc. 



Als Grundlage unserer Untersuchung diene die Annahme, dass 



l_ py — \ si n 2 Qy 

*) Die Ableitung von arfpWSSZ ist if/fp)=: ' 

W P TW (pcospj,)* 

also >0 für ein poaitives y, v e s halb y(p) mit p zugleich wächst und 
abnimmt. 

*♦) Um die Grenze von tl = COS Cp,y für p=0 zu finden, hat man. 
Icospy : — glCl-Hg'w) gesetzt, nach der logarithniiachen Reihe: 

aber tgpy=0, fär y=0, folglich 1«=0, H=l 



Digitized by Google 



53 

!. alle Horizontalsummen gegen bestimmte Gren- 
zen «('), u&\ ti( 3 ) etc. convergiren, und 

% das 8 die unendliche Reibe 

«(»>, kW, «(»), «W, etc. 

wiederum eine convergente sei. 

Hiernach ist jede Doppelreihe auf eine einfache Reihe zurück- 
(uhrbar, deren Glieder die Summen der unendlichen Horizontalreihen 
sind. Unter Voraussetzung jener beiden Bedingungen soll die 
Doppelreihe convergent und die Summe der einfachen Reihe, 
auf welche wir sie reducirt haben, ihre Summe genannt werden. 

Umgekehrt, man kann die einfache convergente Reihe 
tt(M, u(*), U' J ), etc. in eine Doppelreihe umgestalten dadurch, 
dass man für jedes Glied eine unendliche convergente Reihe setzt. 
Man kann hiermit verschiedene Absichten verbinden, z. B. die, 
um durch Summation der Vertikalreihe eine stärker convergirende 
Reihe, oder gar die Summe der ursprünglichen einfachen Reihe 
zu erhalten. 

Damit das hier angedeutete Verfahren aber zulässig sei, ist 
erstens nüthig, dass jede Vertikalreihe convergent sei, zwei- 
tens, dass die Summen der Vertikalrcihen wiederum eine con- 
vergente Reihe bilden, und drittens ist fraglich, ob die Summe 
der letzten Reibe der Summe der Doppelreihe gleich komme. 
Dass nun diese drei Bedingungen im Altgemeinen aus der Con« 
vergenz der Doppelreihe sich nicht als nothwendige Folge erge- 
ben, werden nachstehende Betrachtungen lehren. 

10. Indem die beiden Bedingungen in 9. als erfüllt angenom- 
men werden, setze man allgemein 

, «(!»> = »<p> , -f cO» a -f B W j + ... + r (P > „ + ß(P> „ , 

<fC*) f ss rO), + v » p + »<» ) p + .... + »W p ; 

so dass RW* die Ergänzung der Horizontalreihe, und o-«) r die 
Summe der m ersten Glieder der Vertikalreihe ist. Dies gieht 

(2) «W + uW + ... + «(«) = ot«), + <*<•»>„ + .... + o<») m 

+ ÄW« + .... + Ä(->„. 

Betrachtet man nun m als constant, und lässt n ins Unendliche 
wachsen, so convergirt die zweite Summe rechter Hand gegen 
Null, da dies von jedem ihrer m Glieder in Folge der ersten Be- 
dingung in 9. gilt; die Summe (2) linker Hand bleibt ferner con- 
stant, folglich kommt 

(3) «<»> + « W + ... + mW = 0t«)j + 0t«) f + ot«), + in inf. 
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« 

d. h. wenn m Hori zontalreihen convergent sind, wo in 
eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so bilden die m 
glied rigen Vertikalsummen ebenfalls eine cnn vergente 
Reihe, deren Summe dem Aggregat der m Horizontal- 
summen gleich ist. 

Lässt man nun in (3) die Zahl m unendlich werden, so con- 
vergirt die Summe linker Hand gegen eine bestimmte Grenze (die 
Summe der Doppelreihe) in Folge der zweiten Bedingung in 9., 
folglich wird die Summe rechter Hand sich derselben Grenze nä- 
hern, oder, wenn * die Summe der Doppelreihe genannt wird, so 
kommt 

(4) i = Lim [o«! + ö(») a + ff<") s + in inf.], 

wo das Zeichen Lim. bedeutet, dass m unendlich werden soll. 
Man wurde nun einen bedeutenden Fehlschluss muchen, wenn man 
statt des Ausdrucks rechter Hand den folgenden setzte: 

Lim <*<«»>! + Lim a<-> a + Lim a<») 3 + in inf. 

Denn es ist einerseits zu bemerken , dass ö'"'\ , a("0 s , etc. sich 
mit unendlich werdendem m ^ar keinen bestimmten Grenzen zu 
nähern brauchen, und andrerseits dass, wenn dies auch stattfindet, 
die Gleichung Lim. f «<•*), +e<") t +in inf.]=:Lim.a<">|+Lim.0<«> 2 -fetc. 
dennoch völlig unricntig sejn kann. Der Grund dieser Behauptung 
ergiebt sich aus den weiter.oben angestellten Betrachtungen, und 
man wird nun übersehen, wie eng die Theorie der Doppelreihen 
mit unseren früheren Betrachtungen zusammenhängt. 

Vermag man die unendliche Reihe a*")., <r< m > 2 , ff*" , > 3 , etc. zu 
summiren, so gelangt man zur Summe der Doppelreihe (*), wenn 
man in jener Summe, die eine Function von m sein wird, die 
Zahl m unendlich werden lässt. Die Gl. (4) kann also von Nu- 
tzen sein. 

• 

Beispiel. Die Doppelreihe 

1 , — 2 L x, ^x 2 , — 4^x 9 etc. 
1, — 3,ar f Ita?,— Ö^ 3 etc. 
etc. etc. etc. 

ist unserer Definition zufolge convergent, wenn x positiv und 
kleiner als die Einheit; die Summen der Horizontalreihen sind 

und diese Reihe convergirt gleichfalls unter der gemachten Vor- 

aussetzung, ihre Summe = — . — Die Vertikalreihen sind aber 

x 

sämmtlich divergent, indem 
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a%, +(«+1)3**, - etc., 

die Werthe fiir die r/fgiicdrigen Vertikalsummen , mit m zugleich 
dt od werden. Nach (4) ist aber s = Lira. [m t — («i + J) a a; + etc.] 

«l^[*±fl.+*^]«l, wle vorhin. 

11. Da die Convergenz der Vertikalreihen im Allgemeinen 
keine nothwendige Folge aus der der Doppelreihe ist, so wollen 
wir nun annehmen, dass alle Vertikalreiben gegen bestimmte üren- 
zen convergiren, und die letzteren mit a lt tfj, etc. bezeichnen. 

Macht man in (2) rn = od, « als constant betrachtend, so er- 
giebt sich 

(5) s = + «(*> + mW + in inf. = ff, + a a + ... + <y„ 

+ tf<i)»+Ä(»J, r frt(»> > , + iiir., 

* • 

d.h. die Ergänzungen der Horizontalreiben bilden eine convergente 
Reihe. Ob nun die Reihe a t> a 2 , o 3 etc. convergent oder diver- 
gent ist, hängt davon ab, was aus />' 1 , I // - „ I in inf. wird, in- 
dem» ins Unendliche wächst. In Betreff der Anwendungen, wel- 
che von den Doppelreihen gemacht werden, ist nun der Fall be- 
sonders wichtig, wo die Vertikalsummen eine convergente Reihe 
geben; setzen wir unter dieser Voraussetzung ffi+t^+Gs+etc^tf, 
so folgt aus (5) 

(6) s-o = Lim [Ä0).+ ÄW.+Ä». -f etc.]. 

i»=X) 

Wenn nun auch alle Glieder rechter Hand lur m = o> verstbwin- 
- den, so folgt keineswegs, dass die Summe dieser Reihe mit un- 
endlich werdendem n ebenfalls verschwindet; sie kann vielmehr 
einen sehr betrachtlichen Werth haben, oder selbst unendlich 



Vorausgesetzt also, dass alle Horizontalreihen in dem Schema 
(1) convergent sind, und auch ihre Stimmen eine convergente Reihe 
geben, dass ferner alle Vertikalreihen convergent sind, und ihre 
Summen eine convergente Reihe geben, so braucht doch die erste 
Totalsumme (s) nicht der zweiten (ö) gleich zu sein. Der Unter- 
schied zwischen s und a lässt sich nach der Formel (4) auch so 
ausdrucken : 

(7) s-ar-± Lim [(«<•>, - o, )+(ff ^» a — ö a )+(a<~» 3 -0 3 ) + etc.]. 



Als Anwendung dieser Formeln kann folgende» Heispiel die- 
nen, auf welches Ich schon im Tb. XL des Archivs p. 319 
aufmerksam gemacht habe. 

Die Doppelreihe sei 
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K'4)*-K^)''K4) , 4('4yK'-i) , -K'-4)V 
K'-5y-K'4)"-K'4)-K'4)'-K'-iy-K'4y- 



etc. etc. etc. 

Hier sind nun alle Horizontalreihen convergent, ihre Summen 

• * * • 

K 1 ~i)'i( | -f)"'K l ~i) , ' te - - 



bilden eine convergente Reihe, deren Summe s= J- ist. 



Ferner convergiren alle Vertikalreihen , ihre Summen 

12 2_3 3 4 4 5 

2 3* 3 4' 4 5' 5 6 etc * 

bilden eine convergente Reihe, deren Summe q— — \ ist, also 
führen die beiden Summirungen nicht zu demselben Resultat. 

• * # 

In der That kommt hier RW„ + R& n + R(*) m -f e tc. = 

«Tf2 0"Ä) + ^&( } ~nh) + n"T2 ( l ~&z) + etc ' = 
1 

welcher Werth =1 wird furn=ao, also nach (5) *— o=l, 
wie^es sein muss. — Ebenso erhält man (a< ro >j— öJ+CoW,— o^-f-etc. 

+ [gr-Grj+-= i -er 



welcher Werth ebenfalls =1 wird für m=ao. 
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12. Mit Hdlfe der vorhergehenden Principien lässt sich nun 
ein strenger Beweis für einen von Caucby herrührenden Haupt- 
satz über Doppelreihen geben. 

• • . 

Man betrachte alle Glieder in dem Schema (1) zunächst als 
positiv. Es werde angenommen , dass nicht nur alle Horizontal- 
reihen convergiren, sondern auch ihre Suromen eine convergente 
Reihe bilden. Nach (4) convergirt die Summe <y< TO >, +<s {m K z + d^a+etc. 
mit unendlich werdendem »i gegen eine bestimmte Grenze (*). Nun 
ist, da alle Glieder positiv sind, allgemein o( m ) j ,<s, und aus dem- 
selben Grunde wacnst <s (m \ fortwährend mit in zugleich ; eine 
Grosse aber, die fortwährend wächst, ohne eine bestimmte end- 
liche Grenze zu erreichen, muss sieb noth wendig einer bestimm- 
ten endlichen Grenze nähern, indem es eine kleinste Grösse 
geben wird, 0ber die sie nicht hinaus wächst, (olglich geht ü'"') p) 
wenn m unendlich wird, an eine bestimmte endliche Grenze (a p ), 
d. h. alle Vertikalreihen sind couvergeut. 

Nach (5) ist ferner <r, f ff 2 +...+o„ = *— H^n— ÄW.— Rl%-etc. 
In der convergenten Reihe R ' n , i<' - >>, R 3 Rl etc. nähern sich alle 
Glieder der Null, wenn n ins Unendliche zunimmt, und sind sämmt- 
lieh positiv. Ferner erhellt leicht, dass die Function Rfo u über- 
haupt > ist, unabhängig von den besonderen Werthen von 
k. Mithin findet das zweite Theorem Anwendung, nach welchem 
folgt: 

Lim + etc.] =0, • 

folglich ist Lim [o- 1 +o- 2 +..+<y n ] = *, d. h. die Suromen der Vertikal- 
reihen bilden e?ne convergente Reihe, deren Summe =* ist 

Wenn nun die Glieder-in (1) nicht sämrotlich positiv sind, die 
Doppelreihe aber noch die vorhin erwähnten beiden Eigenschaften 
behält, nachdem alle Glieder auf ihre numerischen Werth« redu- 
cirt sind, so convergirt zuerst die Reihe der uhsoluten Wertbe je- 
der Vertikalreihe, also bekanntlich auch die Vertikalreihe selbst. 
Zweitens ist Lim fp (1) n + ^ ( ' 2) «+p (3) B+etc] = 0, wo p(P) n die Summe 

der absoluten VVerthe der Glieder in R v) n bedeutet, und daraus 
folgt leicht Lim [RW n +R&) n +RW n + etc.] = 0, folglich wiederum 

Wir haben also Folgendes erw iesen : 

„Wenn alle Horizontalreihen convergiren, und auch 
ihre Summen eine convergente Reihe bilden, deren 
Summe wir mit s bezeichnen wollen, wenn ferner diese 
doppelte Eigenschaft uoch besteht, nachdem sfimmt- 
licne Glieder der Doppelreihe auf ihre numerischen 
* W T erthe gebracht sind, so convergiren I. alle Vertikal- 
reihen, 2. bilden derenSummen eine convergente Reihe 
und 3. ist die Summe der letzten Reihe ebenfalls = 



58 



13. Noch wird folgender Satz öfter mit Nutzen angewandt : 

Es seien die Vorzeichen der Glieder der Doppel 
reihe so beschaffen, wie das folgende Schema zeigt: 



Die Horizontalreihen sollen convergent sein und 
Ihre Summen eine convergente Reihe mit der Summe 
s bilden. Wenn alsdann alle Vertikalreihen conver- 
giren, ihre Summen eine convergente Reihe bilden, 
und wenn endlich die numerischen Werthe der Glie- 
der in jeder Horizontalreihe fo rt wäh rend abnehmen, 
so hat die Reihe, der V ertikalsuraraen ebenfalls die 
Grosse s zur Grenze. 

Beweis. Setzt man allgemein, die obigen Bezeichnungen 
beibehaltend, ±vWu-i i± vW*4*± r0»,, f3 etc. = ±RW H , «o erhellt, 
dass unter den gemachten Voraussetzungen ItW* < r ( P) n fi ist. 
Die Vertikalreihe dbr/ (I) /»+i> ±p (2, «+i» ±P (S) »+it etc., wo die Zei- 
chen sich auf einander beziehen, ist convergent, folglich convergirt 



die Reihe ± M 1 *», ± RW n , ±li^n etc. ebenfalls, und man hat 
ÄTO« + IWn + + etc. < vMn+i + r^n+i + t>W. + i + etc , 



da nun wegen der Convergenz der Reihe dg, tf a , a 3 etc. das all- 
gemeine Glied ö«fi für n = oo verschwindet, so gilt dasselbe von 
JRM-JCWg.f etc., daher nach (5) *=tf l + ^ + <y 3 + etc. 



+-+-+- 
+-+-+- 
+-+-+- 
etc. etc. 



etc. 
etc. 
etc. 



etc. 



d. i. < <y„o ; 
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III« 

Ueber Aristarchs Methode zur Bestim- 
mung der Entfernung- der Sonne von 

der Erde. 

Von 

dem Herausgeber. 



Ueber Aristarchs Methode zur Bestimmung der Entfernung 
der Sonne von der Erde habe ich schon im Archiv Thl. V. S. 401. 
eine Abhandlung geliefert, in der ich mich vorzugsweise der Ele- 
mente der gewöhnlichen Trigonometrie bedient habe, will nun 
aber in dem vorliegenden Aufsatze diese Aufgabe noch mit Hülfe 
der analytischen Geometrie behandeln, weil ich die auf diesem 
Wege von mir gefundene .Auflösung ftir nicht ganz uninteressant 
halte. Als eine Uebung für Schüler , selbst in der praktischen 
Anwendung des Spiegelsextanten zur Messung der Winkel, scheint 
mir diese Methode immer noch einen wohlbegrflndeten Werth zu 
besitzen, und daher die folgende neue Behandlung wohl zu ver- 
dienen. 

Durch das Auge des Beobachters, durch den Mittelpuokt 
der Sonne , und den Mittelpunkt des Monds denken wir uns 
eine Ebene gelegt, in welcher alle folgenden Winkclmessungen 
ausgeführt werden. Diese Ebene sei in Taf. I. Fig. 5. die Ebene 
des Papiers. Bemerke ich nun, dass in dieser Figur E das 
Auge des Beobachters, O der Mittelpunkt des Monds und O x 
der Mittelpunkt der Sonne sein soll, so wird dieselbe im Udin- 
gen ganz durch sich selbst verständlich sein*). Gemessen wird 



*) Zur weiteren Erläuterung der Methode Aristarchs verweiae ich 
auf Thl. V. S. 401. 
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mit dem Spicgelsextanten der Winkel AEB zwischen der Licht- 
gränze A auf dem Monde und dem äusseren und inneren Sonnen- 
rande B, welchen Winkel ich im Folgenden durch a bezeichnen 
werde; ferner der scheinbare Halbmesser A des Monds, und 
der scheinbare Halbmesser A l der Sonne, welchen letzteren wir 
als positiv oder als negativ betrachten wollen, jenachdeni der 
Winkel a dem äusseren oder inneren Sonnenrande entspricht; 
endlich die scheinbare Entfernung des erleuchteten Moudrandes 
respective von dem äusseren oder inneren Sonnenrande, welche 
ich durch ß bezeichnen werde. Bezeichnen wir nun den Winkel 
AEO f indem wir denselben als positiv oder als negativ betrach- 
ten, ienachdera die scheinbare Crosse des erleuchteten Theils 
des Monds grösser oder kleiner als der scheinbare Halbmesser 
des Monds ist, durch o; so ist offenbar in völliger Allgemeinheit: 

to — a — 0 — A, 

r. 

8ud der Winkel o kann also aus den gemessenen Winkeln a, 
, A leicht berechnet werden; man könnte, um den Winkel w 
zu erhalten , auch die scheinbare Grösse des erleuc hteten Theils 
des Monds messen, und davon dessen scheinbaren Halbmesser ab- 
ziehen. Auch ist, das Obige vorausgesetzt, in völliger Allge- 
meinheit 

Die wahren Halbmesser des Monds und der Sonne seien r 
und v-j , und die Entfernungen der Mittelpunkte dieser beiden 
Weltkörper von dem Auge des Beobachters wollen wir durch q 
und bezeichnen*) 

Man nehme jetzt das Auge des Beobachters als den Anfang 
eines rechtwinkligen Coordinatensvstems der xy an; die durch 
das Auge des Beobachters, den Mittelpunkt des Monds und den 
Mittelpunkt der Sonne gelegte Ebene sei die Ebene der xy; der 
positive Theil der Axe der x sei von dem Auge des Beobachters 
nach dem Mittelpunkte der Sonne hin gerichtet, und der positive 
Theil der Axe der y werde so genommen, dass er von dem Auge 
des Beobachters an auf der Seite der Axe der x liegt, auf wel- 
cher sich der Mittelpunkt des Monds befindet. Dies vorausgesetzt, 
sind die Coordinaten des Mittelpunkts des Monds: 

pcos(a — (a — A), psin(o — o> — A)\ 

und die Coordinaten des Mittelpunkts der Sonne sind: 

Also sind die Gleichungen der beiden Kreise, in denen von der 
Ebene der xy die Oberflächen des Monds und der Sonne ge- 
schnitten werden, respective: 



') Will man Hie gemessenen Winkel wegen Her Rcfrnetion corrigiren, 
so inut« man noch die Höhe des Mond« und der Sonne nifssen. 
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Bezeichnen wir nun die Coordinaten der Berührungspunkte der 
an diese beiden Kreise gezogenen gemeinschaftlichen äusseren 
Tangenten mit diesen beiden Kreisen für den Mond und die Sonne 
respective durch p, q und p x , q x \ so haben wir nach 1) die 
Gleichungen: 

!\p — ocos(« — w 2 + !gr — osin(a— ö— // 1 )} 2 = r*, 
0>i~<>i)* + 9 , i a = r i*- , 
Die gemeinschaftlichen Berührenden werden durch die' Gleichung 



3) 



charakterisirt; und die Gleichungen der nach den Berührung 
ten gezogenen Halbmesser des Monds und der Sonne sina: 



4) 



\ " * /? — ocos(u — Cü~~ z/| ) ^ ' 



Also ist nach den Lehren der analytischen Geometrie: 

1 p— f> — pcos(a — w— //,) 
5) } 

Aus den vier Gleichungen 2) und 5) müssten die Coordinaten /> , 
9 ; / y i * Vi bestimmt werden. Es lassen sich aber aus den in 
Rede stehenden Gleichungen verschiedene andere Gleichungen 
herleiten, welche die Rechnung erleichtern, indem es uns übrigens 
hier nicht eigentlich auf die Kenntniss der Coordinaten p, q\ p lt 
c/i selbst ankommt 

Aus den beiden Gleichungen 5) ergiebt sich die Gleichung 

y — psin(«-o>— q x 
p — ocos(a — Pi-Qi* 
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■ 

* • 

q — psin (o — co — A x ) = { p ~ pcos(o — co —A x ) } , 

Pi vi 

und folglich nach der ersten der Gleichungen 2) : 
,p _ DC os(a- co-/*,) + (— !^)* 

oder 

{ p - pcosC«— ^i) 1*1 fai — Vi)* + 7i a ) = rHpi - Vi) 2 » 
d. i. nach der zweiten der Gleichungen 2): 

»"l 2 \ P — ocos(or — co — = rHpi — V, )* . 

Folglich ist 

r-il p - ocos(a— co- //,)} = ± r{p x — Vl ) . 

Verbindet man nun mit dieser Gleichung die Gleichung 6; , so er- 
hält man mit Beziehung der oberen und* unteren Zeichen auf ein- 
ander: 

r x \ p — ocos(a — ob — zf, ) | = + r(p x — o, ) , 
rjy— psin (*—<» — 4 l )\=±rq l . 

Für die Süsseren Tangenten, auf die es uns hier nur ankommt, 
haben offenbar 

p— ocos(oc — co — d x ) und p x — q x 

gleiche Vorzeichen, und för diese Tangenten müssen wir daher 
in den vorstehenden Gleichungen die oberen Zeichen nehmen, 
wodurch wir erhalten: 

C r x \p — pcos(er- <ö—J x )\=zr(p x - Q x ), 

7) \ 

l r x \q — Dsin(« — co — 4 x )\=rq t . 

Weil, wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, je- 
naebdem J x positiv oder negativ ist, 

8) r= Q&iad, r x = j; ^sbu#i 

ist ; so werden die Gleichungen 7) : 

g) ( vi \P — ocos(o— oj- J t ) j sin d x =i; pfo - p^uu*. 

( Vi I q — Qs\n(a — co — J x ) } sin J t = db pc/i sin^ ; 

oder 
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— cos(a~ a>— A x ) | sin^ = ± (® - l)sin^ , 

{ i _ Sln («__ j 8 i„ 4 X m ± sin ^ . 

Nach 5) haben wir ferner die Gleichungen t 

(P -Pi) \p—Qcoa(a—a -f 9,) (y- psin(a— o> — z/,)!=0, 

(P -PiXPi — Pj) + =0; 

oder 

P 1 + 9 a =m+9yi+PKp-^i)cos(c-(o— ^J+Cy-yOsinCa-»-^)}, 

P*+9i*=PPi +qq t -Qi (p— fh ) . 
Wegen der Gleichungen 2) ist aber: 
p» +7 a = 2p{pcos(a" cd— ^ 1 ) + 7sin(a-w-^ l )} + r*— p 1 , 

oder nach 8): 

p* -f ^* =2p|pco8(a — oa — + <r/sin(«— o— ^,)} — pSeos// 2 , 
Pi* + ?i 2 =Wi — PI 2 ™»//,* 
Also ist nach dem Vorhergehenden: 

2p{/>cos(a— to — J t ) + ^6in(«-— « — — o a co8^ 
=P/»i + Mi + pl (p— f>i)cos(a — a>— + (q - ^sinfa-ö)-^,) j, 

2piPi — pAos^* =pp! + ^, — pi (p - Pl ) ; 

oder 
Also ist 

*l (/> +Pi)cos(a— w + (q + ftJsinC«- o-^i)) -p*cos^* 

=0i(p+Pi) — P^cos//, 2 , 

oder 

10) p*cos/*»— p^cos^,«::: - { p, - pcos(« - *>— ^) ) . (p + Pl ) 

+ Q8i n (a- 0 >-J l ).(q + q 1 ). 

Endlich hat man offenbar auch die Gleichung : 
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11) f/ =^tnng(o— ^,). 



Nach dem Obigen (9)) ist: 



also 

pi sind 



P+Pi=Qi+P± \P- <?<*«(« - »- 4)1 . 

• , . . . 



oder 



p t sinJ^i 
■(jsinJ 

Pisin^! 



P\PX=SX + ^«(«-»^l) + { 1+ ^jgl) {p ~ pC08(« - CO- 4l) I , 



q f 7l = psioCa-co-^) + { 1± g ^-r ji J )\q- osio(«- co-^) | ; 

folglich nach dem Vorhergehenden: 

p^cos^, 2 — p 2 coszf a = p t *- p»cos(«— co — ^i)* 

-p^inCa-to-^^-lldb -^.V !^» n («- <ö -^i)^-^ in ( a - ö> -^i){ 
=^i^H{li^^- I ! ?i -ocoste-co-^llp-pcosC«-© - J t )\ 

1 * ^sln J 1 " * * sin(a — »-4) t flr — osin (« - »— 4) I? 

also, wie sogleich erhellet: 

osinz/(()sin , f V (^sinz^) 
= (Pi — pcos(a — co — J t ) } { /? — pcos(a— ■ — ^) J 
— psin(a — co — J t ) \ q — psin(cr— co — ä x ) \ . 

Weil ferner 

. • . • • • 

. , . • ., ) y = 7>tang(a-^ l ) 

ist, so ist 
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q — (jsin(a— co — // I )=p(ang(o — ^i) — pcos(a — co— J x ) tang(a — A x ) 

-f- p c os(« — co — ^ ) tang(a— ^, ) 
— psin(a — co— J x ), 

also, wie man leicht findet: 

— ps in co = sin(a — . ( p — peos(a — co — z/J } 
— cos(a— Jg) . { </ — psin(a — co — 
Durch Elimination von 

7 — psin(a — co — J x ) 

ergiebt sich: 

pCpsin^T p^in^siiufcosCct— + pVmcosm(a — co — A x ) J 
= { p, cos(a — d\ ) — pcosco ) { p — p r os (er — cd — J x ) } , 

und durch Elimination von 

pcos(a- co — J t ) 

erhält man: 

t>(psia^ : Fßi8'»n^i)6in^sin(tt--^ 1 )+p { q x — pcos(cr— w— 4)}sina> 
= { p, cos(a — ) — pcosco) { q — psin(ct — co — A x ) } . 

Quadrirt man nun auf beiden Seiten dieser Gleichungen und addirt 
dieselben dann zu einander , so erhält man , weil nach dem Obigen 

{ p — pcos(a — co— 4 X ) |* + { </ — psin (a— co— J x ) ) 9 = r a = p a sin^* 

ist, die bemerkenswerthe Gleichung: 

{(psin^T pjsinJ^sinz/cosCa — J x ) -f psincosin(a — co — ^j)! 2 
+ |(psinz/ : Tp 1 sin^ 1 )8in^sin(a - J x ) + fo— pcos(a— co— z/,))sinco| 2 
= I PiCOs(« — //| ) — pcosco |*sinz/* ; 

oder, wenn man 




setzt, die Gleichung: 

{ («sin^T sin^Jsin^cosCo — //,) + tisincosin(et— co - J t ) )* 
+ \{m\n4^sm4 x )*\v\4s\x\{a — /l x ) f- (1 — wcos(a — co — ^j))sincoJ* 
= { c os(« — J t ) — • fccoscn j a sin J 2 , 

oder: 

Theil XX. 5 
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{ (sin//*cos(a— //J + siowsii^u — e>— ^i))«T «in^sin^iCos(a — //,) }* 
-f {(sinzi^sinfa— z^) — sin<acos(a — w — ^^«"f sm^sin^sinfa — ^J-f sincol* 

= sin 2^ { cos(o — ^, ) — ucos o) ;*. 

Aus dieser Gleichung müsste man das Verhältnis« « der Ent- 
fernungen p und q 1 des Monds und der Sonne von der Erde be- 
stimmen; die Rechnung wird aber etwas weitläufig, und das fol- 
gende Verfahren führt, wie es mir scheint, kürzer zum Zweck. 
Aus dem Obigen erhält man deicht: 

— = cos(« — w — Ji) 

(psin^T 0|8inz/,)sin-£ico8(a — z/,)-f psinwsin(u — a — A{) 
o t cos(a — ./,)— pcoso 

£=sin<a — a—J k ) 

(p sin J y sin^ t ) sind sin(a — J t ) -f { p t — p cos(c — <a— ^4, ) | sina» . 
+ p,cos(a — pcosw 

also, wie man leicht findet: 

p o t \ cos (g— oi — J t ) ^sin Js\uJ 1 1 — pcos^ 

^ =cos(« --#,> pjCosCa-^J-pcösffl ' 

« . ip f {cos(a — a> — .-_/,) f sin J> inJ, | — p cos^f 

- — sinfa— zJ. ) -. -z~r — — j 

p v " p!Cos(a— — pcoso» 

wobei man die leicht zu beweisende Relation 

sin (o -f cos(a — Jj )sin(o — co — -i, ) — sin(« — ^ )cos(c — eo — J t ) 
ku beachten hat. Also ist 

* 

— ) P i \ cösja — o — ^ ) ^ sin// siru^ } — pco s j * 
p* "~ / p,cos(o — J x ) — pcosoi i 

Nach dem Obigen ist aber 

~ = 2 l^cos(«— + |sin(o- ö— ^,)|-cos// 2 , 

also 

p* H 2 o g| Uos( g - <a— ^Tsin^sin ^ I -p cos^ 8 

- — -~ r= 2 CO so) — r -r-r cos J 2 • 

fl 2 piC08(o — //,) - pCOSfO » 

und setxen wir nun 
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13) 0 — £» t cos(g— oi— J x ) T sin^/sin,^ > — qqo bS 1 

0|COs(a — ^,) — ocosco 

cos(tf — o) — sm^sin^i — ucosj* 

cos(ct — J v ) — mcos 0) 

• * 

so ist nach dem Vorhergehenden: 

v 2 — 2cCOS£ü — cos^ 2 

* 

oder 

0* — 2cO8C0 . V + COS// 2 = 0 , 

woraus, wenn man die Quadratwurzel positiv und negativ nimmt, 

r = cos(o-f Vcoso> 2 — cos«/* 

oder 

e=cosa + sin o>)s in — od) 

folgt Aus der Gleichung 13) ergiebt sich aber: 

— C08 (c— co — //i ) T si n-fain^, — ccos(c — ) 
M ~~ cos^* — rcosco f 

also 

8incosin(a— ^, ) ^ s'wJb'w Jj — cos(a — ^1 ) V sin(^ -f co)sin(^ — tö) 
cos«/ 2 — coso) 2 — cos(aV~sin(^/ + (o)»\n(J — co) 

sincasin(c— ^) Tjgjjjw^i — cos(«r— em(J-\-G>)8in(j—(o) 
— sin(</ + a))sinU - w) — cosw V rii (^Tcojsin - a>) 

wo sich nun noch frSgt, mit welchem Vorzeichen man in dieser 
Formel die Quadratwurzel zu nehmen hat, worüber sich auf fol- 
gende Art eine Entscheidung geben lässt. 

Erstens ist zu bemerken, dass 

D=co8co + VcÖsoj 2 — cos^/ 2 

immer positiv ist, man mag die Quadratwurzel positiv oder ne- 
gativ nehmen , weil im vorliegenden Falle cos« immer positiv ist. 
Ferner ist nach dem Obigen 

^ = rsin(a— J t ) t 
9 



d. i. ^rrpsin^EOj. 



5* 



■ 
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Nähme man nun V^cosoj* — cos// 2 positiv, 80 wäre r ( > cosw, also 

i 

d.i. ^ ^> pcoscosin AEO Y , 

« ■ 
oder ^> £0. coscosinJ£Oi • 

Es ist aber 

q^EA.sw AEO l , 

also 

EA . sin <4£0, > EO. cosasinAEO. , 

woraus 

EA>EO. vosüj 

folgt, was offenbar falsch ist, da der Winkel EAO hier jeden- 
falls stumpf, folglich 

EA<EO.cosu 

ist, wie augenblicklich erhellt, wenn man sich von O auf die 
über A verlängerte EA ein Perpendikel gefällt denkt. Also 
muss mau 

■ 

V coso) 2 — cosz/ 2 = Wui(^ + tt)sin(J — co) 

■ 

negativ nehmen, und daher nach dem Obigen 

13) 

siwasi wf« — ^^ Tsin^sin^ -f cosfot— J t )V &m(J + m )sin(^ — ta>) 
"~ coswV* sin( J + »)siii(//-a>) - sin(^ + o>)sin(//- a>) 

setzen. Mittelst dieser Formel, in welcher man das obere oder 
untere Zeichen nehmen muss, jenachdem d x positiv oder negativ 
ist, d. h. jenachdem der Winkel er dem äusseren oder inneren 
Sonneorande entspricht, kann man das Yerhaltniss 




unmittelbar aus den gemessenen Winkeln berechnen, und hat man 
0, d. h. die Entfernung des Monds von der Erde, anderweitig 
bestimmt, so kennt man auch die Entfernung 

14) 

der Sonne von der Erde. 
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IV. 

Heber einige Aufgaben der hohem 

Geometrie. 

• \ . • 

Von 

dem Herrn Professor Dr. Dienger 

an der i>olytechni«ch«n Schule zu Carl «ruhe. 



1. 



Wickelt man einen Faden auf eine ebene (Lurve, fasst einen 
seiner Endpunkte und beschreibt mit demselben eine Kurve, in- 
dem man den Faden von der gegebenen Kurve abwickelt, d. h. 
ihn fortwährend gespannt erhält, so beschreibt er eine E v o! veir t e 
der gegebenen Kurve. 

Geometrisch gesprochen wird also die Erzeugungsweise der 
Evolvente folgende sein: In einem Punkte («« y x ) der gegebenen 
(ebenen) Kurve ziehe man eine Tangente und nehme auf dersel- 
ben einen Punkt an, dessen Entfernung vom Punkte (x t y,) gleich 
a sei; in irgend einem beliebigen andern Punkte (sy) dieser Kurve 
ziehe man gleichfalls eine Tangente und nehme auf derselben , i» 
derselben Richtung wie vorhin, einen Punkt an, dessen Entfernung 
vom Punkte („r ;/) gleich a -f dem Ungen der Kurve sei , der zwi- 
schen dem anfänglich gewählten Punkte (x l y.) und dem jetzigen 
Punkte (x //) enthalten ist. Der Ort dieser Punkte auf den ver- 
schiedenen' rangenteii ist nun die Evolvente. * 

i 

Sei (aß) ein Punkt der Evolvente, der dem Punkte (x y) der 
gegebenen Kurve, welche in so ferne Evolute hcisst, entspricht, 
so ist die Bogenlänge voirt Punkte f*,^) zum Punkte (xy) gleich 



±/V>+(!)V 
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■ 

je nachdem der Bogen wächst mit wachsendem x oder nicht. Geht 
nun die Abwickelung so vor sich, dass mit wachsendem x der 
abgewickelte Bogen wächst , wie in Taf. 1. Fig. 3. , so ist offenbar 
x > a, während 



also 



ÄÄ»=«+/Vi+(ä)"a«- 



Geht sie aber so vor sich, dass mit wachsendem x der 
wickelte Bogen abnimmt, wie in Taf. h Fig. 4., so ist 

x<aundAB=-f Vl+@V 

also 

Zugleich ist 



i 

worin die Zeichen nach obigen Bestimmungen zu wählen sind. 
Da ferner der Punkt (aß) in der Tangente im Punkte (xy) liegt, 
so ist 

aus welcher Gleichung, in Verbindung mit (1), folgt, dass im Falle 
der ersten Figur: 

Wir 

ß-9= ' ■ ■ i » Z' 
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und im Falle der ztveiten: 



u—x 



a-x = fi 1_ , 

^ - VW 

welche Formeln sich in eine einzige zusammenfassen lassen: 

worin die obern Zeichen im Falle der ersten, die untern im Falle 
der zweiten Figur gelten. 

Die Grösse a hat den Charakter einer willkührlichen Kon- 
stante, so dass es also unendlich viele Evolventen einer Kurve 
giebt. Die allgemeine Gleichung derselben wird erhalten, wenn 
man in den Gleichungen (3) y durch x ersetzt, vermöge der gege- 
benen Gleichung der Evolute, und sodann x zwischen beiden' Glei- 
chungen eliminirt. 

Aus (3) folgt: 

*-*F35S r /-V77W 
— § -=*—./ m 
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Aus (3) folgt ferner, dass a und ß Funktionen von x sind, 
und dass man also die Differentialquotienten ^ aus diesen 
Gleichungen ziehen kann. Man erhält, wenn man die (3') anwendet: 



« 

i 

woraus : 

Beachtet man die Gleichung (2), so ergieht sich hieraus: 

dxdx +8x- V > <l b - dadx + 1 U ' W 

welche Gleichung ausdrückt, dass die Tangente im Punkte (x y) 
der Evolute Normale sei in dem entsprechenden Punkte (aß) der 
Evolvente. 

Daraus ergiebt sich nun, dass alle Evolventen einer gegebe- 
nen Kurve einander parallel seien, so dass die Lehrsätze über 
parallele Kurven ohne Weiteres auf sie anwendbar sind. (Siehe 
darüber Crelle: Sammlung mathematbischer Aufsätze 
und Bemerkungen, zweiter Band. S. 204 ff.). Zugleich 
ergiebt sich daraus eine andere, oftmals bequemere Art, die Glei- 
chung der Evolventen zu erhalten. Man eliminire nämlich vermit- 

dy 

telst der Gleichung der Evolute x, f/, ^ aus den zwei Gleichungen 
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(5) 



so wird das Resultat die Differentialgleichung sämmtlicher Evol- 
venten sein. 

Es erbellt aus dem Obigen, dass die Evolute einer gegebe- 
nen (ebenen) Kurve nichts Anderes ist, als die einhüllende Kurve 
aller Normalen dieser letzteren, so dass, wenn (xy) ein Punkt der 
gegebenen Kurve ist, man die Gleichung ihrer Evolute erhalten 
wird, wenn man vermittelst der Gleichung der gegebenen Kurve 



so dass die erhaltene Gleichung zwischen a und ß die gesuchte 
Gleichung der Evolute ist. Eine gegebene Kurve hat also eine 
einzige Evolute. Aus den zwei Gleichungen (6) folgt zugleich 
auch, dass die Evolute die Kurve der Krümmungsmittelpunkte der 
gegebenen krummen Linie ist. 

Es konnte bei dieser Art, die Untersuchung zu führen, die 
Frage entstehen, oh eine Kurve, dife zu einer gegebenen Kurve 
in einem solchen Verhältnis* stehe, dass ihre Punkte sämmtlich 
auf den Tangenten der gegebenen Kurve liegen , jeder Punkt auf 
einer andern, und dass diese Tangenten zugleich Normalen an die 
gesuchte Kurve seien, nothwendig eine Evolvente der gegebenen 
Kurve sei. Die eben angegebenen Bedingungen, in die analytische 
Sprache eingekleidet, geben die Gleichungen (5), aus denen un- 
mittelbar die (3') abgeleitet werden, welche die Frage bejahen. 
Dass dies so ist, lasat sich leicht beweisen. Aus der ersten Glei- 
chung (5) folgt, wenn man nach x differenzirt: 





« —x cx 
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welche Gleichungen die Differentialgleichungen von (3') sind. 
Gesetzt, die (gegebene) Gleichung der Evolute sei 



= 2^ {X -P )% > 



so ist 



also 



12 Qr-p)» 12 , 80 



so dass die gesuchte Differentialgleichung ist: 
dß 

oder wenn man g~ = /S' setzt: 

Daraus folgt durch Differentiation nach a: 

dß' 

*p dß'( a ~Ph~ä i 

P --.7^4^ + ^7, 



\ 



\ 

\ 



(f+y »-+ (^1+^)^-^=0. ■ 

welche Gleichung zwischen den zwei Veränderlichen o und 0', in- 
dem man sie schreibt: 

) 
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(/*<• + 0*)8« + (|? +/^) - «0*8/? =0, 

Integral hat: 

3» /* ö/J' 

/^-r Ck+rt* T 



Nun ist 



also 



0 



und 



= 3g 1 P 

Das Integral dieser Grosse nach ß' ist: 

so dass also das gesuchte Integral ist: 

eliminirt man nun zwischen dieser Gleichung und 

die Grusse ß', so erhält man die Gleichung der Evolvente. 

Für den Fall, dass C=0, erhält man dadurch ßP^Vpa 
Gleichung der Parabel, wie bekannt. 
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II. 



< 



Dehnt man dieselbe Betrachtungsweise auf Kurven doppel- 
ter Krümmung aus, so erhält man. wenn man unter einer Evol- 
vente einer doppelt gekrümmten Kurve eine krumme Linie ver- 
steht, die durch den einen Endpunkt eines Fadens beschrieben 
wird, der sich von der gegebenen Kurve abwickelt, die Gleichun- 
gen der Evolvente, wenn man vermittelst der Gleichungen der ge- 
gebenen Kurve x, y, z eliminirt zwischen : 

(?) 

in welchen Formeln die ohem Zeichen gelten, wenn die Abwicke- 
lung so vor sich iroht, dnss der abgewickelte Bogen wächst mit 
wachsendem x, die untern im entgegengesetzten Falle. 

Durch Differentiation nach x zieht man aus den Gleichungen (7): 
Tx V *0Ü + («M J + ^""^ Lax Ö * SDtH' 

a*[ 1+ (tQ + (ai) la^ 

+ KP ~ y) \jbxSx*dx-dx* \bx) 5?4 

EL 1+ (I) *wJß .,, 



. ... 



Digitized by Googl» 



• 



77 

nährend 

Daraus ergiebt sich nun, indem man obige Gleichungen addirt: 

d. b. 

welche Gleichung aussagt, dass die Tangente im Punkte i.r/y:] 
der gegebenen Kurve (fcvolute) eine Normale an die Evolvente 
im entsprechenden Punkte (aßy) ist. 

• » 

Die Evolvente hat also ebenfalls die Eigenschaft auf den Tan* 
genten an die Evolute senkrecht zu stehen und sie sämmtlich zu 
schneiden. Nan liisst sich leicht nachweisen, dass jede Kurve, 
welche diese Eigenschaften hat, nothwendig eine Evolvente der ge- 
gebenen Kurve sein muss. 

Sei nämlich {xyz) ein Punkt der gegebenen Kurve, or. ß, y 
die Koordinaten desjenigen Punkts der mit den genannten Eigen- 
schaften begabten Kurve, der in der Tangente an die erste Kurve 
liegt, so hat man als analytischen Ausdruck der zu ei Eigenschaf- 
ten die Gleichungen: 

*-*=!<«-*). r-=4<«-*). 1+||+H=0; (9) 

welche Gleichungen man auch nach x differenziren darf, indem 
man <r, ß, y als Funktionen von x ansieht. Aus den ersten zwei 
folgt : 

V 3« , , s 3*y 8/ Bz da , &z 

dx= dx$x+ dx~ dxdx + (a ~ x) ä£5 ; 

nährend die dritte auch geschrieben werden kann: 

Ba BßBy .ByBz 

Bx + BxBx + BxBx~ U ' 

oß B 

Fuhrt man hier obige Werthe von ^ ^ ein, so ergiebt sich : 
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Durch t h eil« eise Integration ergiebt sich: 



also endlich: 



and daraus: 



»(»>,(£)' 

welche Gleichungen nichts Anderes sind, als die Gleichungen (7), 
und somit die Behauptung rechtfertigen. 

Eine jede Tangente an die Evolute liegt also in der Normal- 
ebene der Evolvente, die in dem, dem angenommenen Punkte ent- 
sprechenden Punkte errichtet ist. Daraus folßt, dass der Durch- 
schnittspunkt zweier auf einander folgender 1 angenten in der Ge- 
raden liegen muss, in der ztvei auf einander folgende Normalebe- 
nen der Evolvente sich schneiden. Daraus ergiebt sich denn der 
bekannte Satz, dass eine Evolute einer gegebenen Kurve doppel- 
ter Krümmung sich in der abwickelbaren Flache befinden rauss, 
die der Ort aller dieser Durcbschnittslinien ist. 

Zugleich folgt aber auch, da«s eine gegebene Kurve doppelter 
Krümmung unendlich viele Evoluten habe. Es lägst sich dies geo- 
metrisch einfach so nachweisen: Seien a, ö, c, .... eine Reihe auf 
einander folgender Punkte der gegebenen Kurve; a,ß t y,... die die- 
sen Punkten entsprechenden geraden Linien in der abwickelbaren 
Fläche (nebenbei gesagt, Gerade, die auf den Krümmungsebenen 
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der gegebenen Kurve und zwar im Mittelpunkte erster Krümmung 
senkrecht stehen). Von a aus ziehe man nach einem beliebi- 
gen Punkte W von et die Gerade aa und lege durch aa und ab 
eine Ebene, »welche die Gerade ß in einem Funkte ß' schneiden 
wird, der (nebst a') ein Punkt der Evolute sein wird; durch bß' 
und bc lege man wieder eine Ebene , welche die Gerade y im 
Punkte y' schneiden wird, der ein dritter Punkt der fraglichen 
Evolute sein wird, u. s. w. Offenbar ist nämlich «' ß' die Verlän- 
gerung von aa' , da aa' in der durch a gehenden Normalebene 
liegt, in der a und ß liegen; eben so ist ß'y' die Verlängerung von 

bß', , und aa', bß', ... sind Normalen au die gegebene Kurve; 

mithin ist nach dem oben Bewiesenen die gegebene Kurve eine 
Evolvente der erhaltenen, und folglich letztere eine Evolute der 
gegebenen. In so ferne o' willkührlich war, giebt es unendlich 
viele Evoluten einer gegebenen Kurve. 

Es lässt sich dies übrigens analytisch in folgender Weise zei- 
gen. Aus den Gleichungen (7) oder (8) folgt, dass wenn (xyz) 
ein Punkt der Evolvente, (aßy) der entsprechende Punkt einer 
Evolute ist, man haben muss: 

*-f=gc~>. v .-r=g.c*->. i+2S+gfe-o, (io) 

welche Gleichungen man nach x differenziren darf, indem man 
a, ß, y als Funktionen von x ansieht. 

Man zieht zunächst aus der Verbindung der drei Gleichun- 
gen (10): 

(*-«) + (y-ß) B £ + (*-/) % =0. (11) 

Aus den zwei ersten Gleichungen (10) zieht man: 
B*a „ da Sil 8*ß dß 

cf« , 8« 3: B*y . By . 

während die dritte giebt: 

+ Bx*Bx + BxBx* + Bx*Bx + o7'Bx— v - 

V 

Setzt man in diese Gleichung die Werthe von ^ %* gezogen 
aus den vorigen zwei, so erhält man: 
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ör cPa da /dz \ 2 9r öv 8*r 9v 

d. Ii., wenn man (11) beachtet: 

v 3*yo/J d»Bß/dz\* cz dy t eftz 8y , . Ä 

Setzt man hier die Werthe von r-> aus den zwei ersten Glei- 
ma Cd 

chungen (10), so erhält man: 

<^B+(^>S+ß)' + (l)' +, = ft « 

indem zufolge der dritten Gleichung (10): 

dßty dyhz j 

ist. 

Die Gleichung (II) zeigt, dass der Punkt (ctßy) in der Normal- 
ebene an die gegebene Kurve im Punkte (xgz) ist. Da (12) erhal- 
ten wird, wenn man in (11) nach x differenzirt, aber a, ß, y als 
constant ansieht, so folgt aus (11) und (12), dass der Punkt {ctßy) 
in der Durchschnittslinie zweier unmittelbar auf einander folgender 
Normalebenen enthalten Ist. Eliminirt man, unter Zuziehung der 
Gleichungen der gegebenen Kurve, x zwischen den Gleichungen 
(11) und (12), so erhält man die Gleichun« der wickelbaren Fläche, 
welche der Ort aller dieser Durchschnittslinien ist. Verbindet man 
mit dieser Gleichung die aus den zwei ersten Gleichungen hervor- 
gehende Gleichung (nachdem man x eliminirt), so sind diese zwei 
Gleichungen die einer Evolute. Da aber dieselben Differential- 
gleichungen sind, so folgt daraus, dass es unendlich viele Evolu- 
ten gebe. 

Dass dieselben Sätze auch für ebene Kurven bestehen, ist 
klar; die mehrfach angeführte abwickelbare Fläche ist dann eine 
Zylinderfläche, die auf der Ebene der Kurve senkrecht steht, und 
die in I. vorzugsweise so genannte Evolute ist eben die Kurve 
der Krümmungsmittelpunkte. 

Dass bei doppelt gekrümmten Kurven die Kurve der Krüm- 
mungsmittelpunkte nicht Evolute der Kurve, ist, folgt daraus schon, 
dass die auf einander folgenden Krümmungshalbmesser (erster 
Krümmung) einander nicht schneiden, wie dies leicht nachgewie- 
sen werden kann. Sind nämlich a, ß, y die Koordinaten des dem 
Punkte (x,y, t) entsprechenden Krümmungsmittelpunkts, so müssen 
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dieselben ausser den Gleichungen (II) und (12) noch der Glei- 
chung : 

genügen. 

Sind A' f } . Z laufende Koordinaten, so sind also die Glei- 
chungen des Krümmungshalbmessers: 

LSsst man x um dx wachsen, wodurch y, 2, «, /?, y resp. zu 
|^&r, , g^-i werden, so erhält man die Gleichung des nächst- 
liegenden Krümmungshalbmessers. Damit beide sich schneiden, 



dx\y—z/' dx\ y—z ) dx\y—zj^x\ y—z / 
d. h. nach leichter Reduktion: 

sein. Zieht man aus (11), (12), (13) die Werthe von y— j, g— y, or—a: 
und Hiibstiuirt sie in (14), so erhält man nach leichter Reduktion 
die Gleichung: 

a« (Vj dz Pz By\ .BßBh By8*y 

Differenzirt man nun die Gleichung (13) nach x, indem man 

als Funktionen dieser Grösse ansieht, so erhält man, wenn man 

(15) beachtet: 



und wenn man hier wieder die Werthe von x— a, y-*-ß, y sub- 
stituirt und reduzirt: 

8% 8*w S'g 8»z 

welche Gleichung bekanntlich ausdrückt, dass die betrachtete Kurve 



Digitized by Google 



83 

eben ist, so das« also ein Schneiden der Krümmungshalbmesser 
nur bei solchen Kurven statt hat. 



Iii 

Sei A ein Punkt einer krummen Oberfläche, deren Gleichung 
«~0sei; mau nehme die Tangentialebene im Punktet als Ebene 
der xy; A zum Anfangspunkt der Koordinaten und die Normale 
in A zur Axe der z; zugleich seien die Axen der x und y so 
gerichtet, dass die Ebenen der xz und yz zusammenfallen mit den 
beiden Haupt- (krümm ungs)- schnitten der krummen Oberflache im 
Punkte A. Alsdann ist bekanntlich x—y~z—i), d.h. im Punktet: 



du n Bn _ cPu n cz 

■ 8i= 0 -a J ,= 0 'e~ra # = 0 -si= 0 - < 17 > 

Man gehe nun vom Punkte A aus awf der krummen Oberfläche 
nach einem (unendlich) nahen Punkte B so, dass AB mit der 
Axe der x den Winkel q> mache und mithin die Gleichungen der 
Tangente an AB in A sind: x = 0, y — a tgtp. Sind nun Jx, dy, 

Jz die Koordinaten von B, so ist ^| = t g9 f« r ein unendlich ab- 
nehmendes Jx; zugleich sind die Gleichungen der im Punkte B 
an die krumme Oberfläche gezogenen Normale: 

du <Pu t?u 6 2 m 

Su . a a « A . a*« , a 2 « " KA ' ' 
a^+a^* + äia>^ ,+ G£ A 

a* . e«« „ , a 1 « „ a*« 7 

wenn man in den vorkommenden Differentialquotientcn .r— y=x=0 
setzt, wobei dann die Gleichungen (17) zu beachten sind. 

Man lege nun durch die Axe der z und die Tangente AB im 
Punkte A eine Ebene, so ist deren Gleichung y — xtsq>=.0 t und 
die im Punkte A auf dieser Ebene senkrecht stehende Linie hat 
zu Gleichungen: ' 

r=0, ar + tgg).,y=0. (18) 

Ist nun £ der Winkel der Normale an die Fläche im Punkte 
B und der durch die Axe der : und AB gelegten Ebene; t' der 
Winkel zwischen eben dieser Linie und der Linie (18), so ist 
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9*u_d*u 

■ M dx% *»n2<p 
Bs = du— — I— 

K 

Ist nun o, der Krümmungshalbmesser des Schnitts, de» die 
Kbene der xz in die krumme Oberfläche macht, der für den 
Schnitt mit der Ebene der yz, so ist bekanntlich 

1 1 . 

8x dz 

wenn man die Krümmungshalbmesser mit dem ihnen gehurenden 
Vorzeichen nimmt. Demnach ist:* 

l\sin2y 

*~U J 2 ■ (19 > 

ein Satz, den bekanntlich schon Bertrand im Liouville'schen 
Journale (1844) bewiesen hat, und worin Bs die Lange des Ele- 
ments AB bedeutet, dessen Richtung durch den Winkel <p gege- 
ben ist. 

Ist AB ein Element einer auf der krummen Oberfläche von A 
aus gezogenen kürzesten Linie, so ist die Ebene durch AB 
und die ISormale in A eine Krümmungsebene dieser Kurve, so 
wie | die Krümmungsebene derselben in B durch die Normale in 
B an die Oberfläche geht. Der Winkel e ist alsdann der Winkel 
zweier unmittelbar auf einander folgender Krümmungsebenen, wäh 
Bs 

rend — der Werth des Halbmessers r der zweiten Krümmung im 

Punkte A ist. Demnach ist, im Falle einer kürzesten (geodäti- 
schen) Linie: 

welchen Satz Tortolini in seiner Abhandlung : Sulla determi 

nazione della* Linea Geodesica etc (Atti dell* Ac- 

cademia pontificia de nuovi Li nee i, anno IV. — Ses- 
sione VI dell' 11. Maggin 1851) S. 33 ff. angewendet hat, 
um den Halbmesser zweiter Krümmung der geodätischen Linien 
auf einem dreiaxigen Ellipsoid zu linden. 

Für 0i = ?£ sind alle kürzesten Linien, die durch den Punkt 
A gehen, eben; dessgleicben sind diejenigen eben, deren Richtung 

in die Richtung der Hauptscbnitte fällt (<p=0, oder ~). Die kür- 
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zesten Linien auf einer krummen Fläche sind also nur dann durch- 
gängig ebene Kurven, wenn die betreffende Fläche eine Kugel 
ist. In keinem andern Falle werden alle kürzesten Linien ebene 
Kurven sein, ja selbst dann nicht, wenn auch einer der beiden 
Hauptkrümmungshalhmesser beständig unendlich gross ist. Eben 
so werden auch die Kriimmung.slinieii einer krummen Linie nur 
in so ferne kürzeste Linien sein können, als sie ebene Kurven 
sind. Umgekehrt, wenn die Krümroungslinien ebene Kurven sind, 
so müssen sie nothwendig kürzeste Linien auf der Oberfläche sein. 
Die Krümmungsebene einer solchen Kurve (die Ebene der Kurve 
seihst) enthält nämlich immer die Normale der krummen Fläche 
in demselben Punkte, mithin ist die Kurve eine kürzeste Linie. 



IV. 

Sei ti=0 die Gleichung einer krummen Oberfläche; x=a:-f6, 
y=n'z-\-b' die Gleichungen einer Geraden, welche auf diese Ober- 
fläche projizirt wird: man verlangt die. Gleichungen der Projektion 
dieser Geraden auf die gegebene Oberfläche. 

Die Gleichungen der Normale an die gegebene Oberfläche im 
Punkte (xyi) sind: 

du . du 

Da dieselbe nun durch einen Punkt {x'y'z*) der gegebenen Gera- 
den gehen soll, so muss folglich:. 

du du 
x'-x = j| (:'-*), tf-y = S (i'-x), *'=:<iz'+6, y<=a'z'+b' (21) 

dz dz 
sein. Daraus folgt: 

(flzf + b -x) | = Ii (:' - (a'z'+b'-y) J = g 

du du du 

Setzt man in diesen Gleichungen für ^ ihre Werthe 

aus der Gleichung der krummen Oberfläche und eliminirt z' aus 
denselben, so erhält man eine Gleichung ir, .r,y,z, die, verbunden 
mit u = 0, die Gleichungen der gesuchten Projektion ausmacht. 
Demnach sind dieselben: 
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Ä J> *J 

u=0, ^(y~a'2-A')+g(a2+6-^)+ a "ra'ar-ayfa6'-a'6)=0, (22) 

wie man leicht findet. 

Will man den Punkt (xVzO haben, der dem Punkte {xyz) der 
Kurve (22) entspricht, d. h. dessen Projektion letzterer ist, so wer- 
den drei der Gleichungen (21) diese Aufgabe lösen. 

* 

du cu 

Für den Fall der Kugel f y«+t 2 =r a ist ^=2*, a = 2y, 

du 

>£=2z, also die zweite Gleichung (22): 

by— b'x + {ab'-a'b)z = 0, 

d. h. die Projektion gehört einem grössten Kreise der Kugel an, 
wie das zu erwarten war. 



V. 

Sei g die Beschleunigung der Schwere, * der Bogen einer 
(ebenen) Kurve, längs der herab ein schwerer Körper fallt, so 
dass wir uns die Ebene der Kurve vertikal denken, wobei der Bo- 
gen vom tiefsten Punkte der Kurve aus gerechnet werden soll. 
T)ie Vertikale durch diesen Punkt sei Axe der z und eine in der 
Ebene der Kurve liegende Horizontale durch jenen Punkt Axe der 
x, so ist, wenn die Bewegung im leeren Räume vor sich geht: 

5T*=-9 Bs > (23) 

wenn t die Zeit bedeutet. Wir wollen nun die Kurve so zu be- 
stimmen suchen, dass sie eine Tautochrone sei, d. h. eine 
Kurve, in der ein fallender Körper immer in derselben Zeit nach 
dem tiefsten Punkte gelangt, von welchem Punkte er auch ausge- 
hen möge, in so ferne seine Anfangsgeschwindigkeit Null ist. 

Aus (23) folgt: 

und da für z=A, |]=0: 
d. h. 
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dz 



0 

Nun soll * als Funktion von z so bestimmt «erden, dass letz- 
teres Integral einen konstanten Werth erhält, was auch h sei. 
Man setze desshalb: 



so wird also 



o 

sein müssen. Nun ist 



wenn ß zwischen 0 und 1; also muss, was auch immer A sei, 
iKAfl) konstant sein, d.h. man wird offenbar t^(i) selbst gleich einer 
Konstanten haben müssen. Demnach 

was bekanntlich eine Zykloide ausdrückt, welches somit die Tau- 
tochrone im leeren Räume ist. 



VI. 

Wenn auf einer krummen Oberfläche eine geodätische Linie 
gezogen (gemessen) werden soll, so geschieht dies in folgender 
Weise : 

Man Iässt die Messstange AB auf die Fläche auflegen (wo- 
bei wir, wenn wir uns z. Ii. die Erde als die krumme Flache den- 
ken, wohl annehmen dürfen, die geradlinige Messstauge liege in 
ihrer ganzen Länge wirklich auf, d. h. Aß sei als ein Element 
der entstehenden krummen Linie zu betrachten) ; in dem End- 
punkte ß errichtet man eine Normale an die krumme Fläche, legt 
sodann eine zweite Messstange BC (etwa gleich AB) in die Ver- 
längerung von AB und dreht nun diese BC so, dass sie bestän- 
dig in der Ebene bleibt, welche durch die Normale in B und AB 
geht, und sich auf die krumme Fläche legt; in C verfährt 
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wieder wie in B u. s. f.*). Daraus folgt, dass die durch die Ele- 
mente AB, BC gehende Ebene zugleich die Normale der krum* 
men Fläche in B in sich enthält, aus welcher Eigenschaft es sehr 
leicht sein wird, die Gleichungen der geodätischen Linie abzuleiten. 

Sei nämlich m = 0 die Gleichung der krummen Oberfläche, so 
sind die Gleichungen der Normale in dem Punkte (xyz) derselben, 
wenn X, Y, Z die laufenden Koordinaten bedeuten: 

% H ,*, v du . du, ,, du ,„ ,_. v 

Beziehen sich die Differentialquotienten 2^, ?f, Sf, — 

1 es es es es es es 

auf die geodätische, durch (xyz) gebende Kurve, worin 8s das Ele- 
ment derselben bedeutet, so ist bekanntlich die Gleichung der 
durch zwei auf einander folgende Elemente gehenden Ebene — 
der Krümmungsebene : 

Zieht man nun aus (24) die Werthe von X — .t, F— y und 
setzt sie in (25), so muss diese Gleichung erfüllt sein, was auch 
immer der Werth von Z — z sei, d. h. man muss haben: 

(26) 

(dyfa _dzc*y\8j± /8zc*x bxd*z\Bu fexfry dy&x\du 
Bs ds* dsds*Jdx + [fr Bs* " a, Bs*Jdy + {di Bs* " 87 Jdz^ 0 

Da die geodätische Kurve aber auf der krummen Oberfläche liect, 
so ist auch: * 

dudx BuBy ?udz /a.r\* /8y\* /3z\ 2 . 

dxds +ByBs+8zBs-°* {cTj + [$) + \ßs) BS=I « 

dxd*x ByPy BzBh _ 

a,a,* + 8,372 = 0; 

welche letzteren zwei Gleichungen aus einem bekannten allgemei- 
nen Satz der analytischen Geometrie stammen. Eliminirt man ver- 



*) tE«5 kömmt die« darauf hi.iaun, vermittelt des Fernrohrs eine« 
Theodolithen, das sich bloss in einer Ebene bewegt, die einen Normal- 
schnitt der Erde bildet, da« Anlegen der Messstangen zu regeln, indem 
man den Thcodolithcn jeweils in B. C, ... aufstellt. 
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Bu 

mittelst der ersten dieser Gleichungen ^ aus (26), so erhält 



man: 



LByBzB*z /dzyPy /BxyBty BjBxcPx~\Bu 
dsB,$?-\Bs) Bs*"\Bs) B& + Bs Bs~ Bs* ABx 

+ Lw & Ä Bs Bs Bl* Bs Bs Bs* \Bs) a** Jcy ' 
d. h. wenn man die zweite beachtet: 

LBuBz8*z , /&V8*> . BuBx&x o^y-lBu 
Bs Bs Bs* + \Bs) +a, - & jBi 

r&x fBx\*B*x BxBzBH BxByd i y~lBjt_ 
+ La*« — \Bs ) Bs* Bs BsBs*~Bs Bs Bs* J By' 

oder endlich, wenn man die dritte beachtet: 

welche Gleichung, in Verbindung mit u—0, die geodätische Kurve 
bezeichnet. 

Bekanntlich ist (27) auch die Gleichung der kürzesten Li- 
nien auf einer krummen Oberfläche, so dass also die geodätischen 
Kurven diese Eigenschaft haben. 

Für den Fall der Erde ist 

x*+y* z* 
M - a*+P~ l 'By-<i*'Bx-u*' 

also die Gleichung (27): 

B*x B*u _ Bu Bx 
yBs*-*Bst = °> x Bs^Fs = C; 



so dass die Gleichungen einer geodätischen Linie auf der Erde 
sind : 

(oder: ^ g —y d ^ = C). 
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m 

Sei a die halbe grosse Axe des Erdellipsoids, 6 die halbe 
kleine, e a = — ^ ferner B die geographische Breite eines Punk- 
tes M des Enlellipsoids , dessen Meridian wir als den ersten an- 
nehmen wollen, B' die geographische Breite eines zweiten Punk- 
tes N, und der Längenunterschied beider gleich k*). Auf den in 
M und N errichteten Normalen denken wir uns zwei Punkte M', 
iV', deren Entfernungen von M und JS h und /*' seien. Alsdann 
sind die Koordinaten des Punktes M'i 

(* + V-TWÄ) C08ß - °' ( S+ Ä>» fii 

Von & : 

( A+ vt^s) C08 * cos A > ( A+ vi^hm) 108 ß ' 8iD 

(Vergleiche Archiv, Theil VI!., S. 73.) Die Grossen h 
und Ii pflegt mau gewöhnlich die Höben der Punkte M', N' über 
der Meeresfläche zu heissen. Cm nun das Azimuth der geodä- 
tischen Linie VA zu bestimmen, pflegt mau in der Geodäsie den 
Winkel zu messen, der gebildet wird von der Projektion der Ge- 
raden jf/'A'' auf die in Ai' auf MM' senkrecht gestellte (Horizon- 
tal-) Ebene und der Durchschnittslinie der Meridianebene durch M 
mit derselben Ebene. Dieser Winkel ist aber, strenge genommen, 
nicht das wirkliche Azimuth, das man, aus den so eben gemach« 
ten Angaben, berechnen könnte, und wir wollen nun jenen Win- 
kel bestimmen, um ihn dann mit dem wahren Azimuthe zu ver- 
gleichen. 

# 

Die Gleichungen der Normale MM' finden sich leicht: 

ae**\T\B . 



*) Die Breite vom Aeqnator aus nach Norden von 0 Iiis 90°, nach 
Süden von 0 bis — 90°; die Länge von Westen narh Otiten von O bin 
860° gezählt. Zugleich ist der Mittelpunkt der Knie Anfangspunkt der 
Koordinaten, die Kbene de« Aeqnator« Kbene der jlu, die nach dem Nord- 
pol gerichtete Krdaxe Axe der 3; die Axe der X liegt im Oten, die der 
y im 90*ten Meridiaograd. 
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demnach ist die Gleichung der durch MM' und den Punkt N' ge- 
henden Ebene: 



Z—z' + m (y -y 0 + » (x—x^ = 0 , ' 

wenn x', tf, z' die oben angegebenen Werthe der Koordinaten von 
IS' sind. Soll diese Ebene die Gerade MM' enthalten, so muss, 



gesetzt wird, diese Gleichung identisch erfüllt sein. Daraus folgt: 
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Die Grosse — wird in der Regel so klein sein, das« man sie 
wird vernachlässigen können, eben so wird es mit 

/ sinff sinB' \ 

e cos ^ Y-e^WB fi-e^inW 



der Fall sein, wenn B und B' t wie gewöhnlich, wenig von einan- 
der verschieden sind. 

Will man aber nichts vernachlässigen, so wird man nach (28) 
immer den betreffenden Winkel berechnen können. Wir wollen 
den Fall untersuchen, da B=.B'. Alsdann wird (28) zu: 

. «o.g. im 2sin l co 4 _ " tg ä 

± 8i „ ß c„ S ß<i-co 8i , - ± g . nß 2 r - ± • 

Z 

Wir wollen nun X = 2«, J5= 52°42'2 / \53-251*) annehmen, und 
den Winkel darnach berechnen. 

Es ist alsdann: 

logcotg!>l=117580785313 
— log sin/? = 0099370-2321 

log tgx =118574487034 
*=89°12'16"16124. 

Wir wollen nun das Azimuth der geodätischen Linie MN di- 
rekt berechnen, indem wir dabei von den Gauss ischen Formeln 
(a. a. O.) ausgehen. 

Zunächst haben wir nun die Punkte M und N auf die Kugel 
überzutragen. Die Breite der ihnen entsprechenden Punkte m u 
iV, auf der Kugel ist 52°40'0" 00000 (Gauss, S. 9.). 

Was den Längenunterschied lj der Punkte Hi l9 iV, auf der 
Kugel anbelangt, so ist: 

^"=«r(S.6), log«=0O001966553, 

also da 



*') Vergleiche: Gauss Untersuchungen über Gegenstände 
der höhern Geodäsie. Seite 10. 



Digitized by Google 



96 



logr=3-8573324964 
loga=0 0001966553 

log X," =38575291517 
Jl^ =7203-26109 = 2o0'3"-26109. 

Man hat also ein sphärisches Dreieck aufzulösen, in dem zwei 
Seiten gleich 90°-52°40', und der von ihnen gebildete Winkel 
2°0'3" 26109 ist. Der Winkel z, welcher der einen der gleichen 
Seiten entgegensteht, wird folglich erhalten aus der Gleichung: 

cotg l°0'r-ö3054 
sio52 < »40' 

Nun ist 

( logcotglW-63054^17578818321 
. -logsin 52*40' = 00995668873 

log tgz = 11 8574487194 
z=89«12a6"16159, 

welcher Werth von dem oben für x gefundenen erst in der vier- 
ten Dezimalstelle der Sekunden abweicht. Ks ergiebt sich dar- 
aus, dass man den beobachteten Winkel x unbedenklich für den 
zu suchenden z annehmen kann. 
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Heber Foueault's Pendel versuch zum 
Beweise für die Umdrehung der Erde 

um ihre Axe. 

♦ 

Voa 

dem Herausgeber. 



I. 

Das Archiv hat an seine Leser eine Schuld abzutragen. Denn 
zu den Zwecken, deren Erreichung diese Zeitschrift sich vorge- 
setzt hat, gehört namentlich auch die Besprechung aller der Er* 
scheinungen auf dem Gebiete der Wissenschaft, welche in irgend 
einer Beziehung zu besonderer Geltung gekommen sind; und dass 
zu diesen Erscheinungen recht eigentlich Foueault's buchst 
merkwürdiger Pendelversuch zum Beweise für die Umdrehung der 
Erde um ihre Axe gehört, wird gewiss Niemand, am wenigstens 
ich selbst, in Abrede zu stellen geneigt sein. Dieser Versuch 
dürfte aber um so mehr eine Besprechung im Archive für sich in 
Anspruch zu nehmen berechtigt sein, weil man denselben bekannt* 
lieh auch vielfach vor das grosse Publikum zu bringen zweck- 
mässig gefunden hat. Ob man damit recht gethan hat, will ich 
hier nicht untersuchen, will aber auch nicht verhehlen, dass die 
Berechtigung zu der bereits so vielfach versuchten öffentlichen 
Zurschaustellung des wissenschaftlich so überaus merkwürdigen 
Fouc&ult'schen Versuchs vor den Augen des grossen Publikums 
mir wenigstens sehr zweifelhaft scheint, und dass ich darin 
allerdings mehr eine eines wissenschaftlichen Mathematikers oder 
Physikers nicht sehr würdige Escamotage*), als einen selbst für 



*) Insu fern nämlich das grosse Publikum leicht zu der Mei- 
nung verleitet wird, etwa« von der Sache zu verstehen, was in diesem 
Falle gar nicht möglich ist, and doch leider oft in dergleichen Fällen 
geglaubt wird. 
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das sogenannte gebildete grosse Publikum wirklich, 
fiberzeugenden Versuch zu finden geneigt bin. Dass ich übrigens 
mit dieser Ansicht keineswegs isolirt dastehe, beweist mir so 
eben zu meiner grossen Freude die Art und Weise, wie der von 
mir hochverehrte treffliche Quetelet in Brüssel, durch dessen 
ununterbrochene Freundschaft ich seit langer Zeit mich so sehr 
beglückt und geehrt fühle, sich in dem „Rapport", welchen er 
als beständiger Sekretair der Königlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Brüssel über die Arbeiten der., ('las sc des scien- 
ces" im Jahre 1851 der Akademie erstattet hat. über den Fou- 
canlt sehen Versuch, namentlich über dessen Ponularisirung, aus- 
spricht; und ich kann mir nicht versagen, seine Worte selbst den 
Lesern des Archivs hier mitzutheilen, wobei ich zu besserem 
Verständnis« bemerke, dass dabei auf ein Memoire eines ausge- 
zeichneten Mathematikers in Gent, Herrn Schaar*s, über 
den Foucaultscheo Versuch Bezug genommen ist Herr Que- 
telet sagt: 

• 

„M. Schaar a Studie, a l'aide de i'analyse, un problerae in- 
teressant, aui a eu le privllege d'occuper pendant plusieurs mois 
l'attention de FEurope; je veux parier de l'experience de M. Fou- 
cault. A en croire les premiers temoins, on n'avait qu' a ouvrir 
les yeux pour voir tourner la terre; et quant ä l'explication, eile 
etait ä la portee de toutes les intelligences. M. Schaar est venu 
nous dire , et nou sans raison , que cette experience et son ex* 
plication sont loin d'^tre aussi simple qu' on le pense , et que des 
savants fort habiles s'y sont troropes. II a soumis ce probleme 
de mecanique a un examen approfondi. et il a rendu compte de 

f>etites particularites qui avaient ete signalees deja par les meil- 
eurs observateurs , et meme a une epoque reculee, par les di&ci- 

5 les de Galilee; car il s'est trouve, comme il arrive frequeniment 
ans les sciences, que l'experience nouvelle avait äte signalee 
depuis Inngtemps. Une pareille rencontre, du reste, ne diminue 
en rien le me'rite de celui qui moutre l'importance d'un fait que 
toutes les autres ont meconnu ou perdu de vue." 

Der Grund, warum das Archiv, mit Ausnahme eines Auf- 
satzes von Herrn Director Esc hw ei ler in Cöln in Tbl. XIX. 
Nr. IV., dessen Darstellung, wie ich gehört aber nicht selbst 
gesehen habe, auch in eine von Herrn Garthe in Cöln heraus- 
gegebene Schrift übergegangen ist, über den Foucault'schen Ver- 
such bisher geschwiegen hat, ist der, weil ich die Acten über 
denselben noch lange nicht für vollständig spruchreif, viel weni- 
ger für geschlossen halte. Eine sehr tiefgehende analytisch -ma- 
thematische Behandlung scheint mir jedenfalls nöthig zu sein, 
wenn man sich eine vollständige Einsicht in die eigenthümliche 
Natur dieses merkwürdigen Versuchs verschaffen will, und ich 
kann in dieser Beziehung die Leser des Archivs auf nichts Bes- 
seres verweisen, als au? die schon oben erwähnte, nach dem 
Urtheil competenter Richter sehr ausgezeichnete Abhandlung von 
Herrn Schaar in Gent, die in den „Memoires de l'Acade- 
mie des sciences, des lettres et des beaux-arts de 
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Belgique"*) nächstens erscheinen wird oder schon erschienen 
ist ; und auf eine treffliche Abhandlung von Herrn Hofrath Clausen 
in Dorpat, die unter dem Titel: „Ueber den Einfluss der 
Um dre hu ii lt der Erde auf die scheinbaren Bewegun- 
gen an der Oberfläche derselben; von Herrn Observa« 
tor Clausen in Dorpat" sich in dem „Bulletin phys. ma- 
them. T. X. Nr. 2." der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Petersburg abgedruckt findet. 

So sehr ich aber auch aus vollkommenster Ueberzeugung 
nur dem Studium dieser tief gehenden analytischen Untersuchun- 
gen das Wort reden kann, so scheint mir doch bei dem vorlie- 
genden Gegenstande, selbst forden Mathematiker, und namentlich 
für den Lehrzweck, eine vorläufige einfachere Darstellung wün- 
schenswert!) zu sein, was auch schon vielfach gefühlt worden ist, 
wie z. B. der schon oben erwähnte Aufsatz des Herrn Director 
Esch weiler in Culn, und noch mehr zwei andere ganz neuer- 
lich erschienene, treffliche Mathematiker und Physiker zu Ver- 
fassern habende Abhandlungen beweisen. Die eine dieser beiden 
Abhandlungen rührt von Herrn Crahay in Löwen her, und fin- 
det sich in dem „Balletin de l'Academie Royale des 
sciences, des lettres et des beaux-arts de Belgique. 
Tome XIX. — I" Partie. 1852. p. 537." unter dem' Titel: 
Demonstration e'le'mentaire de la vitesse de de>iation 
duplan d'oscillation du pendule, ä diverses latitudes; 
par M. Crahay, Membre de l'Academie"; die andere, welche 
unter allen über diesen Gegenstand mir bekannt gewordenen Ar- 
beiten die neueste ist, hat Herrn Paijani in Löwen zum Ver- 
fasser, und findet sich in demselben „Bulletin. Tome XIX. — 
II«Parte. p. 161." unter dem Titel: „Sur le the*or*me d'Eu- 
ler, relatit ä la de" comp osition du tnouvement de rota- 
tion des corps. Note par M. Pagani, Membre de l'Aca- 
demie." Herrn Crahay's Darstellung scheint sich der von 
Herrn Director Esch w eiler gebrauchten Darstellung einigerma- 
ssen zu nähern, ohne dass ich im Entferntesten die Absicht habe, 
mich hier auf ein Urtheil über diese Arbeiten einzulassen. Herr 
Pagani geht auf Euler's Theorem über die Zerlegung der 
Uradrehungshewegung eines Körpers zurück, und leitet seinen 
Aufsatz mit den folgenden Worten ein: „Les experiences recen- 
tes, par lesqueiles on a constate* la declinaison du plan d'oscilla- 
tion du pendule, ont ramene l'attention des geometres sur le beau 
the'oreme d'Euler, au moyen duquel on peut expliquer assez 
simplement la loi de cette declinaison. Mais pour mettre lexpli- 
cation de ce phenomene ä la portee de ceux qui ne sont point 
familiarises avec les calculs superieurs, il manquait ä la science 
une demonstration «Siemen taire de ce theoreme, que Ton doit 
considtfrer com me le correlatif de celui qui porte le nom de 
Parallelogramme des forces, et qui sert aussi a la compo- 



*) Bis jetzt ist Tome XXVI. erschienen, den ich aber noch nicht 
gesehen habe. 

7* 
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sition et a la decomposition du mouvcmeut d'on point materiel*). 
Hierbei ist zu erwähnen, dass auch Herr Uirector v. Littrow in 
Wien in <ler trefflichen vierten Auflage der, »Wunder des Hira - 
mels von J. J. v. Littrow. 8. 55.". von Kelcher bis jetzt die 
beiden ersten Lieferungen erschienen sind, im Grunde eigentlich 
das Euler'sche Theorem, auf welches Herr Pagani hinweist, 
in sehr schöner und wahrhalt populärer, aber doch wissenschaft- 
licher Weise, zur Erkiärunq des Foucault'schen Versuchs benutzt 
hat , ohne natürlich , dem Zwecke seiues Buchs ganz gemäss und 
entsprechend, dasselbe auf seinen kürzesten mathematischen Aus- 
druck zu bringen , weshalb wir uns wegen dieser populären Dar- 
stellung hier auf das genannte ausgezeichnete Werk, das populär, 
dabei aber doch acht wissenschaftlich ist, zu verweisen erlauben, 
wie wir auch schon im Lite ra risch en Berichte Nr. LXXIV. 
S. 940. gel hau haben. 

Wenn wir nun aber auch, wie schon oben erwähnt, die Acten 
über den Foucault'schen Versuch , namentlich über die beste mög- 
lichst elementar-mathematische Darstellung**) der Gründe 
desselben , noch keineswegs für vollkommen spruchreif, viel we- 
niger für geschlossen erachten , und wenn wir auch zu glaubeu 
Ursach haben, duss in dieser Beziehung die Ansichten der Ma- 
thematiker und Physiker noch vielfach aus einander gehen, na- 
mentlich auch was die geeignetste Darstellung für die Zwecke des 
mathematischen und physikalischen Unterrichts betrifft: so sind 
wir, wenn wir die bisherigen literarischen Erscheinungen über 
den genannten merkwürdigen Versuch betrachten , doch der Mei- 
nung, dass jetzt die Zeit gekommen ist, wo das Archiv über den- 
selben nicht mehr schweigen darf. W ir glauben aber am Meisten 
im Interesse unserer geehrten Leser zu handeln, und am Meisten 
den Zwecken, welche das Archiv zu erreichen strebt, zu dienen, 
wenn wir ihueu namentlich die uns bemerkenswerte scheinenden 



*) Herr C. Wheatstone in einer in dem Philo so phical Maga- 
zine, foiirth Serie», Vol. I.p.572. befindlichen Abhandlung, die man 
auch in krönigs Journal für l'h vsik and physiknlischeChemio 
des Ausländen. Rand II. Heft 3. S. 358. übersetzt findet, sagt 
8. 362. auch: ..Mach der zuerst von Frisi aufgestellten und durch 
Kulcr und Poinsot vollständiger entwickelten Theorie der Drehung 
kann die Rotationsgeschwindigkeit der Erde als die Resultante von 
zwei Winkelgeschwindigkeiten betrachtet werden, wo die eine Dreh- 
ung um die Vertikale des Punktes erfolgt, nn welchem sich der Reob- 
nehter befindet, und die nndere um den Meridian oder die nach Norden 
und Süden gerichtete Ilorizontnllinie — ..(welches Letztere freilich 
etwas undeutlich nnd nnch nicht ganz richtig ist)." — Hie erstere Kom- 
ponente ist gleich m'inff — ,.(*. unten II. 12) und 12*))*' — und da dio 
Srbwingiingseheiic an dieser Rewegung nicht Theil nimmt, so bleibt sie 
in Rezug auf dieselbe in Ruhe, und einen mit jenem Punkte sich be- 
wegenden Reohuchter scheint sie deshalb mit derselben Geschwindig- 
keit in der entgegengesetzten Richtung »ich zu drehen." 

•») Von elementar-mathematischen Darstellungen rede ich 
in diesem Aufsätze vorzugsweise immer. 
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elementar- mathematischen Behandlungen dieses Versuchs, 
insbesondere wenn sie von anerkannten Mathematikern und 
Physikern herrühren, in möglichst unveränderter und unverkürz- 
ter Gestalt nach und nach mit t heilen , was von nun an ge- 
schehen soll. Dabei bevonvorten wir aber ausdrücklich, dass 
wir uns bei diesen Mittheilungen jeder Kritik enthalten werden, 
was wir bei diesem Gegenstände, d. h. natürlich hauptsächlich 
nur in Bezug auf seine möglichst elementare Darstel- 
lung, wo „adhuesub judice Iis est" (Vir das die Sache 
am Meisten fördernde Verfahren halten, indem wir auch, hier 
den „Iudex" abzugeben, für jetzt wenigstens uns noch nicht 
herbeilassen wollen und dürfen. Aus diesem Gesichtspunkte bit- 
ten wir die Leser die übei den Foucault'schcn Versuch im Ar- 
chive von jetzt an erscheinenden, von uns mitgetheilten, Auf- 
satze aufzufassen, und ihr Urtheil über dieselben sich selbst 
zu bilden. — Prüfet Alles und das Ueste behaltet! 

Indem ich nun nach dieser vorläuügen etwas weitläufigen, in 
diesem Falle aber von mir für nöthig gehaltenen Expectoration, 
mich insbesondere zu dem vorliegenden Aufsatze wende , mit 
welchem ich die Reihe der Aufsatze über den Foucault'schcn Ver- 
such eröffne, so bemerke ich, dass derselbe im Folgenden eine 
von mir selbst herrührende möglichst elementar gehaltene analy- 
tisch-geometrische Darstellung des in dem oben erwähnten Auf- 
satze von Herrn Pagani in Erinnerung ' gebrachten Euler'schen 
Theorems enthalten, und daran einige Bemerkungen über die Art 
und Weise anschliessen wird, wie man dieses Theorem zur Er- 
klärung des Foucault'seben Versuchs benutzt hat. Ich gehe da- 
her jetzt sogleich zu der Entwicklung des Euler'schen Theorems 
in der erwähnten Weise über. 



II. 



Wir denken uns einen festen Körper und drei auf einander 
senkrecht stehende Axen der x, g, 2, die sich in dem Punkte 
O schneiden mögen, der also der Anfang der Coordinaten ist. 
Diesem Körner werden gleichzeitig um die drei Axen der x, y f z 
drei Winkelgeschwindigkeiten eftheilt, die wir respective durch 
*i » £3 bezeichnen wollen, wobei wir unter Winkelgeschwin- 
digkeit den mit der Längeneinheit als Halbmesser beschriebenen 
Kreisbogen »erstehen, welchen jeder von der betreffenden Dreh- 
ungsaxe um die Längeneinheit entfernte Punkt des Körpers in 
der Zeiteinheit beschreibt. Diese Winkelgeschwindigkeiten r t , r 2 , 
e s sollen aber als positiv oder als negativ betrachtet werden, je- 
naebdem ihnen respective um die Axe der x y «, z eine Drehung 
respective in der Richtung von dem positiven Theile der Axe der 
y an durch den rechten Winkel (//:) hindurch nach dem positiven 
Theile der Axe der 2 hin, in der Richtung von dem positiven 
Theile der Axe der z an durch den rechten Winkel (zx) hindurch 
nach dem positiven Theile der Axe der x hin, in der Richtung 
voll dem positiven Theile der Axe der x an durch den rechten 
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Winke! (:ry) hindurch nach dem positiven T heile der Axe der y 
hin entspricht. 

Fassen wir nun einen beliebigen, aber bestimmten Punkt Ho- 
gers Korpers ins Auge, dessen Coordinaten in Bezug auf die drei 
Axen respective r, tj, }, sein mögen. .Die Entfernung dieses 
Punktes von der Axe der x sei r t . Dann ist mit gehöriger Rück- 
sicht auf das Vorzeichen der als geradlinig zu betrachtende Weg, 
welchen in der unendlich kleinen Zeit x der Punkt (jrnj) bei der 
Drehung des Körpers um die Axe der x vermöge der Winkelge- 
schwindigkeit fj zurücklegen w ürde, oder die der als Zeiteinheit be- 
trachteten unendlich kleinen Zeit x entsprechende Geschwindigkeit 
des Punktes (rnj), offenbar r^x. Bezeichnen wir den spitzen 
Winkel, unter welchem die auf r, senkrecht stehende Richtung 
der Bewegung des Punktes (rn?) gegen die Ebene der xy geneigt 
ist, durch d v ; so sind, wie mittelst einer einfachen geometrischen 
Betrachtung aus Taf. II. Fig. I*., welche eine Darstellung aller mög- 
lichen Fälle liefert, auf der Stelle erhellen wird, die Composan- 
ten von r^x nach den Axen der y und x, mit gehöriger Ruck- 
sicht auf ihre Vorzeichen, 

im lsten rechten Winkel: 
— ri v k tcosÖj , + r, f! Tsinfy ; 
im 2ten rechten Winkel: 

1 

— rj^rcosöi, — ^pjTsin 6 t ; 
im 3ten rechter Winkel: 
+ ^£,^08^, — -ritJjTsinöi : 
im 4ten rechten Winkel: 
-f r, Vi Tcosöi , + ri v t rsinÖ! . 

Ferner ist aber offenbar 

im lsten rechten Winkel: 
tj= -f-rjsinöj , ? = -f- r,cos0i ; 

im 2ten rechten Winkel: 
n = — ri sinfy , f = + r x cosöj ; 

im 3ten rechten Winkel : 
. « =— rjsin^, ? = — r^osfy; 

im 4ten rechten Winkel: 
»= -f r,sinÖ, , ?=— rjcosö, . 
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HäJC man dies mit dem Obigen zusammnn, so-ergiebt sieb, das* 
ganz allgemein die Composanten von r^t nach den Axen der 
y und z, mit gehuriger Rücksicht auf ihre Vorzeichen, respective 

-Kl* und +üü 1 t 

sind. 

Stellt man eine ähnliche Betrachtung über den Punkt (rtn) 
rucksichtlich der beiden Axen der y und z an, und bezeichnet die 
Entfernungen de« Punktes (rnj) von diesen zwei Axen respective 
durch r a und r s ; so ist aus dem Vorhergehenden klar, dass die 
Composanten von r a rat nach den Axen der : und x, mit gehö- 
riger Rücksicht auf ihre Vorzeichen, respective 

— tv % t und -f jr 4 r; 

die Composanten von r,c 3 T nach den Axen der x und y, mit ge- 
höriger Rücksicht auf ihre Vorzeichen, respective 

— nr a x und -f rc 3 T 

wind. Also sind offenbar die Geschwindigkeiten des Punktes (rw?) 
nach den drei Axen der x, y, z respective: 



Mittelst dieser Formeln lassen sich nun die folgenden Fragen 
leicht beantworten. 

Zunächst lässt sich fragen, ob bei der Bewegung unseres 
Korpers gewisse Punkte desselben in Ruhe bleiben. Soll aber 
der Punkt (r»>) in Ruhe bleiben, so muss, wie auf der Stelle er- 
hellet, zugleich 

?p»-«03=O, rp,— f»i =0, 



1 = 1=1 
ci r a t> 3 

oder 

sein; und man sieht also, dass überhaupt alle die Punkte unsers 
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Körpers in Ruhe bleiben, welche in der durch den gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunkt O der drei Axen gehenden, durch die 
Gleichungen 

H © s 

charakterisirten geraden Linie liegen, so dass folglich die Bewe- 
gung unsers Körpers gerade so vor sich geht, als wenn er sich 
um die durch diese Gleichungen charakterisirte gerade Linie wie 
um eine feste Axe drehte. 

Bezeichnen wir die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
der eine der beiden Theile dieser durch die Gleichungen J) cha- 
rakterisirten Axe, in welche dieselbe durch den Punkt O getheilt 
wird, mit den positiven Theilen der Axen der x,y, z einschliefst, 
respective durch er, ß, y; so sind nach den Lehren der analyti- 
schen Geometrie die Gleichungen der in Rede stehenden Axe: 

cosp cosy 



Vergleicht man diese Gleichungen mit den derselben Axe ent- 
sprechenden Gleichungen 1), indem man diese beiden Systeme 
von Gleichungen auf die Formen 



cosÖ cosy 

y= x, z= 1 x 

J cos« cosa 

bringt; so erhält man auf der Stelle die Gleichungen: 

' cosa vi cosa v t 

Nimmt man nun zu diesen beiden Gleichungen noch die bekannte 
Gleichung: 

4) cosa* + cosß 2 -f cosy 2 = 1 , 

so erhält man, mittelst eines hinreichend bekannten Verfahrens, 
sogleich mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen in den 
folgenden Formeln auf einander: 



Digitized by Google 



5) 



105 

Bezeichnen wir die wirkliche Winkelgeschwindigkeit unsers 
Körpers in Bezug auf seine durch die Gleichungen 1) charakte- 
risirte Drehungsaxe durch r, die Entfernung des beliebigen Punk- 
tes (rnj) des Korpers von dieser Drehungsaxe durch r. und die 
180° nicht übersteigenden Winkel, welche die Richtung der Be- 
wegung des Punktes (rn?) mit den positiven Theilen der Axen 
der x t y. z einschliesst , respective durch <p, t/s, so ist, wenn 
t wieder eine unendlich kleine Zeit bezeichnet, nach dem Obigen 



rcr. cos<p=(}r 2 — nc 3 )r , 

rrx . cos^ ss (rp, — 

tvx . cos% = (nrj — rr^t ; 



IrvcoB<p=}p 2 — »t>3 » 
rvco8tit=tc z — ?p, , 
rrcosj(=nFi — rp 2 . 

Aus diesen Gleichungen folgt, mit Riicksicht auf die Glei- 
chung 

eosqo* -f costf/ 2 -f cos^ 4 = 1 , 

anf der Stelle : 

7) rp= V (}p 2 - mp 3 )* 4T«V^*Pi>* + (Wi - rra) 5 ". 

Weil aber r das von dem Punkte (rn?) auf die durch die Glei- 
chungen J) charakterisirte Drehungsaxe des Korpers gefällte Per- 
pendikel ist, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie: 

also ist -nach 7) : 

9) 
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Ferner ist nach 6): 



cos<p=: 



10) < cos* , 

C0S Z= 



In den vorhergehenden Formeln ist das Theorem von Euler 
enthalten, welches mau in möglichster Kürze auf folgende Art 
aussprechen kann: 



Lehrsatz. 

Wenn einem Kur per um drei in einem gemeinschaft- 
lichen Punkte O sich rechtwinkig durchschneidende 
Axen gleichzeitig drei Winkelgeschwindigkeiten v lt r 2> 
c s ertheilt werden, so dreht sich derselbe mit der 



Winkelgeschwindigkeit v = VV^ + o,* + r,* um eine durch 
den Punkt O gehende mittlere, Axe, deren Lage gegen 
die drei ersten Axen durch die der Proportion 

Cosa: cosß : c os y = i\ : r 2 : r 3 

genügenden Winkel c, 0, y bestimmt wird*). 

Warum Herr Pagani dieses Th eorem ,, le correlatif de 
celui, qui porte le nom de pnrallelogramme des for- 
ces*'**) nennen konnte, erhellet jedem Kundigen nun gewisss 
auf der Stelle, und bedarf einer weiteren Erläuterung hier nicht. 
Man kann mittelst dieses Theorems allerdings drei drehende Be- 
wegungen eines Körpers um drei senkrecht auf einander stehende 
Axen in eine drehende Bewegung um eine mittlere Axe zusam- 
mensetzen, und auch sowohl die Lage dieser mittleren Axe ge- 



Sen die drei ersten Axen, als auch die Winkelgeschwindigkeit 
er mittleren Bewegung aus den gegebenen Winkelj 
keiten der Bewegungen um die drei sich rechtwinklig 



Vinkelgeschwindig- 
iuklig durchscbnei- 



*) So findet aich der Satz z. B. ausgedrückt in dem zwar älteren, 
aber immer noch sehr empfchlenswerthen System der reinen nnd 
angewandten Mechanik fester Körper. Von J. J. V Ide. 
Zweiter Theil. Berlin. 1802. S. 324. §. 290. Auf neuere Lehr- 
bücher der Mechanik will ich absichtlich nicht weiter verweisen. 

**) Oder vielmehr noch allgemeiner le correlatif de celui, 
qui porte le nom de parallelepipede des forces. 
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elenden Axen leicht bestimmen. Eben so kann ruan aber nun na- 
türlich auch umgekehrt eine drehende Beweguog um eine Axe in 
drei drehende Bewegungen um drei sich in einem Punkte dieser 
Axe rechtwinklig durchschneidende Axen zerlegen, was einer wei- 
teren Erläuterung hier nicht bedürfen wird. 

Wir wollen, unserm eigentlichen Zwecke jetzt näher tretend, 
hier nur noch den folgenden besonderen Fall etwas genauer be- 
trachten. In Tal. Ii. Fig. II* sei der um O als Mittelpunkt in der 
Ebene des Papiers beschriebene Kreis ein Meridian der als eine 
Kugel betrachteten Erde, deren Halbmesser wir durch r bezeich- 
nen wollen. Der Dun-hschnitt der Ebene des Erdäquators mit 
der Ebene dieses Meridians sei AB, die Erdaxe, um welche die 
Erde sich dreht, sei PQ, und P sei der Nordpol, Q dagegen sei 
der Südpol der Erde. Ein unter dem in Rede stehenden Meri- 
diane in der nordlichen Hälfte der Erdoberfläche liegender Ort» 
dessen geographische Breite wir durch,// bezeichnen wollen, sei 
M , so dass also Ox die Vertikale dieses Orts ist; die Mittags- 
Ii nie desselben sei AN , und Oy sei durch den Mittelpunkt O der 
Erde mit iVS parallel gezogen. Die Linien Ox und Oy «ollen 
wir als die positiven Theile der Axen der x und y eines durch 
den Mittelpunkt O der Erde als Anfang gelegten rechtwinkligen 
Coordinatensystetns der xvz annehmen, dessen dritte Axe der 2 
in dem Mittelpunkte O der Erde auf der Ebene des Meridians 
des Orts M senkrecht steht, und wollen nun nach dem Euler'schen 
Theorem .die Rotationsbewegung der Erde um die Erdaxe PQ in 
drei Bewegungen um die Axen der x, y, z zu zerlegen, oder jene 
eine Bewegung durch diese drei Bewegungen zu ersetzen su- 
chen, wobei wir uns der im Vorhergehenden entwickelten For- 
meln bedienen, und allen dort gebrauchten Symbolen ihre frühere 
Bedeutung lassen, indem die Coordinaten r, n, > sich jetzt auf 
deo Punkt M, dessen geographische Breite L ist, beziehen. 

Wenn wir, was nach dem Obigen offenbar verstattet ist, die 
Winkel a, ß, y jetzt dem nach dem Nordpole P der Erde ge- 
richteten Theile OP der Erdaxe entsprechen lassen, so ist 
offenbar : 

a=.W>-L, ß = L, y =<J0 o ; 



cos«=sinX, cos0=cosL, cosy=0; 
folglich nacb5 ): 



sinL = ± 



v 



r 4 



= y 



cosl/ — -\ j — ■ ■ , 

o = ±.— 3 . 
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Weil sin£ und cosL beide positiv sind , und in diesen Formeln 
sich bekanntlich die oberen und unteren Zeichen auf einander be- 
ziehen, so haben r } und p 2 offenbar gleiche Vorzeichen, und man 
niuss in diesen Formeln die oberen oder unteren Zeichen nehmen, 
jenachdem tj und r 9 beide positiv oder beide negativ sind. Aus 
der dritten der drei vorhergehenden Gleichungen folgt r 3 =ö, eine 
Bewegung um die Axe der : findet also nicht Statt, und mit der- 
selben Bedingung wegen der Vorzeichen wie vorher ist: 



sinL = + - 
also, weil nach 9) 

11) r l = ±csinl/, = £ rcosJL ; 

immer mit derselben Bedingung wegen der Vorzeichen wie vorher. 

• » • • • 
t f 

Offenbar ist im vorliegenden Falle 

. V- 

r=r, n=0, j=0. 
Also ist nach 10), wenn man beachtet, dass auch ? :! 0 ist: 

cos(p=0, cos^=0, cos Z =- ^- r ^- 

oder 

r 

eos<p = 0, cost/>=0, cosx=- ^-^- 



Ist nun in Folge der Kichtung der Bewegung der Erde um 
ihre Axe % = Q zu setzen, so ist, wie uns die dritte der drei vor- 
stehenden Gleichungen zeigt, r 4 negativ, da cosjj positiv ist. Also 
muss mau nach dem Obigen in diesem Falle in den Formeln 11) 
die unteren Zeichen nehmen , folglich 

12) Vi = — rsluL , r 2 = — rcosL « 

setzen. 

Ist dagegen in Folge der Richtung der Bewegung der Erde 
um ihre? Axe jf=180° zu setzen, so ist, wie uns die dritte der 
drei in Rede stehenden obigen Gleichungen zeigt, r 2 positiv, da 
cosy negativ ist. Also muss man nach dem Obigen in diesem 
Falle in den Formeln 11) die oberen Zeichen nehmen, und daher 
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12*) t>t=rt>iii/,. r t = t'cosL 

setzen. 

Ob man in Folge der Richtung der Beivegung der Erde um 
ihre Axe % = 0 oder 180° zu setzen hat, hängt natürlich von 
der Annahme des positiven Theils der Axe der z ab, worüber 
in» Vorhergehenden r.ichfs festgesetzt worden ist, und nichts fest- 
gesetzt zu werden brauchte. Bei der Anwendung der obigen Ke- 
geln uiuss man sich aber den positiven I heil der Axe der z immer 
in einer bestimmten Weise angenommen denken, worüber ein 
Jeder die ihm selbst am Meisten zusagende Bestimmung fest- 
setzen mag. 

Im Allgemeinen sieht man aus dem Vorhergehenden, dass 
man sich die Bewegung der Erde um ihre Axe immer durch zwei 
Bewegungen, die eine um die Vertikale Ox des beliebigen Orts 
M , die andere um die durch den Mittelpunkt der Erde mit seiner 
Mittagslinie gezogene Parallele Oy, ersetzt denken kann. Die 
näheren Umstände dieser beiden Bewegungen werdeu durch die 
obigen Formeln bestimmt. 

III. 

Zur Erklärung des Foucault'schen Versuchs hat man nun das 
Euler'sche Theorem auf folgende Art benutzt, wobei ich im Allge- 
meinen der von Herrn Director v. Littrow a. a O. gegebenen 
Darstellung folge, natürlich mit Weglassung alles Dessen, was 
Herr v. Littrow dort in sinnreicher Weise zur möglichst popu- 
lären, aber doch wissenschaftlich gehaltenen, Erläuterung des 
Eulers'chen Theorems selbst beigebracht hat , da es mir ja jetzt 
nur noch auf dessen Anwendung zur Erläuterung des merkwürdi- 

Ko Foucault'schcn Versuchs ankommen kann, nachdem ich vor- 
r einen möglichst elementaren analytischen Beweis des genann- 
ten Theorems zu geben versucht habe. 

Wir denken uns zuerst einen ßeabar.hter in einem der bei- 
den Erdpole, grösserer Bestimmtheit wegen etwa in dem Nord- 
pole, und das Pendel so aufgehängt, dass sein Aufhängepunkt in 
der Verlängerung der Erdaxe über den Nordpol hinaus liegt , aber 
an der Bewegung der Erde um ihre Axe nicht Theil nehmen 
kann. Unter diesen Voraussetzungen wird nun natürlich , auch 
wenn sich die Erde um ihre Axe dreht, die Schwingungsebene 
des Pendels eine unveränderliche Lage im Kaume behalten; dem 
Beobachter aber auf der um ihre Axe sich drehenden Erde, der 
von der Bewegung der Erde nichts fühlt und dieselbe als ruhend 
voraussetzt, muss die Schwingungsebene des Pendels sich not- 
wendig um seine eigne Vertikale mit derselben Winkelgeschwin- 
digkeit wie die Erde um ihxe Axe, nach einer der Richtung der 
Bewegung der letzteren entgegengesetzten Richtung hin , zu dre- 
hen scheinen. So stellt unter den gemachten Voraussetzungen 
das Phänomen unter einem der beiden Erdpole in der allerein- 
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fachsten Weise sich dar. Nehmen wir nun aber für irgend einen 
anderen Punkt auf der Erdoberfläche, grösserer Bestimmtheit w egen 
in der nördlichen Hälfte der Erde, dessen geographische Breite 
Jj ist, das Kuler sehe Theorem zu Hülfe, so ist klar, dass die 
Sache im Allgemeinen und im Wesentlichen für jeden Punkt auf 
der Erdoberfläche ganz dieselbe ist und bleibt wie für die beiden 
Erdpole. Nur ist die scheinbare Winkelgeschwindigkeit der 
Schwingungsebene des Pendels jetzt nicht mehr wie vorher der 
ganzen Winkelgeschwindigkeit der Erde bei ihrer Axendrehung 
gleich, sondern, wenn jene durch r, . letztere durch c bezeichnet 
wird, so ist nach dem Euler'schcn Theorem der absolute Werth 
von r t gleich rsinL, d. h. man muss die Winkelgeschwindigkeit 
der Axendrehung der Erde mit dem Sinus der geographischen 
Breite des Beobachtungsorts multipliciren, um den absoluten AVerth 
von f| zu finden. Was die Richtung der scheinbaren Bewegung 
der Schwingungsebene betrifft, so lässt sich dieselbe nach den oben 
von mir gegebenen Hegeln auf die einfachste und sicherste' Weise 
bestimmen. Ist nämlich in Folge der Bewegung der Erde um 
ihre Axe 7 0 zu setzen, so ist r t negativ; ist dagegen in Folge 
der Bewegung der Erde um ihre Axe % = 180° zu setzen, so ist 
r t positiv. Für den Mathematiker bedarf die Anwendung dieser 
ganz bestimmten Regeln keiner weiteren Erläuterung, und ein 
jeder wird, wenn er die Anwendung dieser Regeln nur einmal 
versucht, sogleich übersehen, dass auch in Beziehung auf die 
Richtung der scheinbaren Bewegung der Schwingungsebene des 
Pendels Alles auf jedem Punkte der Erdoberfläche im Allgemei- 
nen und Wesentlichen ganz eben so vor sich geht wie »vir oben 
unter den Polen gesehen haben. 

Alles Obige beruhte nun aber lediglich auf der Annahme, dass 
das Pendel so aufgehängt sei , dass sein Aufhängepunkt an der 
Bewegung der Erde seihst gar nicht Theil nehme, eine Forde- 
rung, die natürlich in der Wirklichkeit niemals erfüllt werden 
kann. Nun haben aber von Foucault wirklich angestellte Ver- 
suche gezeigt, was wir nicht für das geringste Verdienst dersel- 
ben von ihrer praktischen Seite halten, dass, wenn nur der Pen- 
delfaden rund und homogen ist, man ihn beliebig rasch um sich 
selbst drehen lassen kann, ohne dadurch einen wesentlichen Ein- 
iluss auf die Lage der Schwingungsebene auszuüben , so dass das 
Experiment an jedem beliebigen Beobachtungsorte gelingen muss. 
Ueber das bei den Versuchen anzuwendende praktische Verfah- 
ren erlaube ich mir im Interesse der Leser des Archivs im Fol- 
genden Herrn v. Littrow sprechen zu lassen. 

„Foucault hat in dem höchsten Punkte eines Gewölbes ein 
starkes Metallstück angebracht, welches als Aufhängepunkt für 
den Pendelfaden dienen sollte. Dieser geht durch eine kleine 
Platte von gehärtetem Stahl, deren freie Oberfläche genau hori- 
zontal ist. Der Pendelfaden selbst ist von Eisendraht, sein Durch- 
messer im Mittel ^ Millimeter und seine Lange 2 Meter. Am 

unteren Ende trägt er eine polirte Messingkugel von 5 Kilogram- 
men Gewicht, nach unten mit einer Spitze versehen, die gewis- 
sermassen die Verlängerung des Pendelfadens ist. 
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Will man an das Experiment gehen, so wird man zuerst die 
etwaige Torsion des Fadens, so wie die drehenden Osciilationen 
der Kugel wegzubringen suchen. Um dann das Pendel aus der 
C>leichgewichts)age herauszubringen, umfasst man die Kugel mit 
einer Schlinge aus Bindfaden, dessen anderes Ende an einem 
Punkte der Mauer in einer geringen Höhe über dem Boden be- 
festigt ist. (>iebt man dem Faden die gehörige Lange, so wird 
man die Amplitude der Schwingungen des Pendels nach Belieben 
abändern können. Bei Foucault's Eyperimente umfassten die 
Schwingungen in der Regel Anfangs einen Bogen von 15 bis 20 
Graden. Hat man also mit Hälfe des Fadens und der Schlinge 
das Pendel aus der vertikalen Lage entfernt, uud ist die Kugel 
zur Ruhe gekommen, so brennt man den Faden ab, wodurch die 
Schlinge zur Erde fällt, und das Pendel sich in Bewegung setzt. 
Nach einer halben Stunde ist der Betrag der Drehung in unsern 
Breiten schon 5°. 39', so dass diese deutlich in die Augen fallt. 
Um sich zu überzeugen, ob diese Drehung wirklich mit Conti Imi- 
tat vor sich geht, wie es sein soll, kann man sich eines vertika- 
len Stiftes bedienen, den man so aufstellt, dass die nach abuärts 
gerichtete ^Spitze an der Kugel des Pendels bei der grössten Aus* 
vreichung desselben von der Gleichgewichtslage jenen Stift fast 
berührt. In weniger als einer Minute findet das genaue Zusam- 
mentreffen beider Spitzen nicht mehr Statt; die Spitze an der 
Pendelkugel weicht auf der dem Beobachter zugekehrten Seite 
der Schwingung immer mehr gegen die Linke des Beobachters 
ab, was darauf hindeutet, dass die Drehung der Schwiuguiigs- 
ebene im Sinne von Söd gegen West u. s. w. erfolgt, wie es auch 
sein soll. Die mittlere Grösse jener Drehung, mit Rücksicht auf 
die Zeit, zeigt übereinstimmend mit der Theorie, dass die Schwin- 
gungsebene unter der geographischen Breite von Paris in 24 Stun- 
den einen Winkel von 271° zurücklegt*). Foucanlt hat später 
das Experiment im Saale des Pariser Observatoriums mit einem 



♦) Für Pari« Ist 

Z = 48°.50'.13" 

•1*0 

XagulnL — 0,8767024-1. 

Nun kann man für die Axcndrehnng der Erde, wenn man 24 Stunden 
als Zeiteinheit annimmt, 0=360°, nUo 

logf = 2,5563025 

setzen. Daher i«t für Paris der Logarithmun de« absoluten Werth« 
Ton V t 

= 0,8767024—1 

•f 2,5563025 
= 2,4330049 

welches den ab«olnten Werth von r,r=271 ü ,02 giebt. 



• 
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i 

Pendel von 11 Meter Länge ausgeführt ; wo sich schon nach zwei 
Schwingungen eine Ablenkung der Schwinguugsebene erkennen 
Hess." 

Herr v. Littrow bemerkt noch, dass man schon im Jahre 
1061 in Florenz bei Gelegenheit von Pendelversuchen die hier 
besprochene Ablenkung der Schwingungsebene beobachtet hat, 
ohne jedoch eine Erklärung davon zu geben. 

Was etwa noch weiter über das bei den Versuchen zu beob- 
achtende praktische Verfahren zu bemerken sein möchte, werden 
die Leser in den späteren im Archive mitzuteilenden Aufsätzen 
tinden. In den Munchener Gelehrten Anzeigen. 1852. 
Nr. 30. 31. finden sich verschiedene hierher gehörende sehr 
beachtenswerte Bemerkungen, insbesondere auch von Herrn Con- 
servator Lamont, der sich mit diesem Versuch mehrfach prak- 
tisch beschäftigt hat 

Schliesslich bemerke ich , dass der Foucault'sche Versuch 
natürlich auch ein ganz neues Mittel zur Bestimmung der geo- 

Eaphischen Breite an die Hand giebt, und, so viel ich gehört 
ibe, beschäftigt man sich auch schon mit der Constrtiction dazu 
dienender Apparate. Aber auch diese Anwendung wird eine bis 
in das kleinste Detail gehende Elitwickelung der Theorie des ge- 
nannten schönen Versuchs voraussetzen, wenn sie wirklich frucht- 
bar werden soll. 



Unter dem Aeqimtor läsat «ich der Veraueh gar nicht mehr anstellen, 
da dort r,— 0 int. üeberhnupt wird derselbe desto unsicherer, desto 
weniger anschaulich, jemehr man sich dem Aequntor nähert. Je näher 
am Pol, desto hesser. 
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VI. 

Apparat zu Inductionsversuchen mit 

der HTebcnbaUerie. 



Herrn Director Knochenhauer 

M Meiningen. 



Die neuen Versuche über die Inductionserscheinungen an der 
Nebenbatterie , die ich im vergangenen Sommer angestellt habe 
und demnächst publiciren werde, haben mich die Bedingungen 
kennen gelehrt, unter welchen diese Inductionen am stärksten 
hervortreten und mit der Entfernung der Inductordrähte am lang» 
samsten abnehmen. Diese Bedingungen sind: lange, gut leitende 
Inductordrähte, kurzer Schliessungsdraht der Hauptbatterie , Fla- 
schen von sehr starkem Glase, sorgfältige Verbindung der Drähte 
mit den Belegungen der Flaschen.' Für diejenigen demnach, die 
diese Erscheinungen nur auf eine bequeme Weise sehen, aber 
keine strengen Messungen anstellen wollen, erlaube ich mir den 
folgenden Apparat zu beschreiben, der ihren Wünschen entspre- 
chen wird. — Zum Ausspannen der Inductordrähte verwende man 
zwei hölzerne, zerlegbare Rahmen, wie einen Taf. II. Fig. 1. 
darstellt; die Seitenwangen AC und BD seien 10' hoch, aus 
4 Zoll breiten, % Zoll starken tannenen Brettchen bestehend, 
gegen welche nach aussen drei Vf % Zoll breite, 9 / g Zoll starke 
Latten in gleichen Abständen von einander mit den hohen Kan- 
ten geleimt und mit Stiften befestigt sind; die 8' langen Quer- 
stäbe NM und OL, von denen der unterste 2' uber'C und D 
steht, bilden 2 Zoll breite, % Zoll starke Latten, gegen deren 
Mitte man andere 1% Zoll breite wie vorher befestigt. Die bei- 
den Querstäbe enden mit 2 Zoll im Quadrat starken Klotzen E. 

Theil XX. • 8 
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Endlich ist ebenfalls aus den Eigenschaften der Ellipse be- 
kannt, dass 

mithin ist auch 

*-= b ~. 2) 

x a 

• 

Aus 1) und 2) folgt aber, dass y = 6 und ar=a sei, was in 
Beziehung auf die Grosse dieser Linien zu beneisen war. Aus 
der Construktion selbst geht aber hervor, dass diese Linien a"ul 
einander senkrecht stehen; mitbin haben sie auch unter sich die 
erforderliche Lage. 



Druckfehler. 



In Theil XIX. S. 441. Z. 3. muss die Gleichung 30) heissen: 

-""2«""2 ,8 -~ 1.1.2 + 3.1.2.3.4 "~~ ~ 5.1.2.6 + " 

und auf derselben Seite Z. 11. und 12. rouss die Gleichung 31) 
heissen:' 

_ 1^1. 2« (*-l)aI* (2*-l) a*B 3 (2«-|)«r»fr 
=-2 C + 2 ,R » ~ 1.1.2 + 3.1.2.3.4 5.1.2..6 + ~ 
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VIII. 

Velber die Iiehre von den imaginären 
OrSssen, als Fortsetzung und weitere 
Ausführung der Abhandlung Ufr. XX. 
ID. 8. 295. im ersten Theile des Archivs. 

Von 

dem Herausgeber. 



$• 1. 

In der Abhandlung über den Binomischen Lehrsatz*) (40.) 
ist gezeigt worden, dass für jedes reelle « und ß 

1) *«(cos/S + sinjJV^l) = l + ^±£j— - 

+ 1.2 

■ 

+ 133 — 

+ 1.2.3.4 



*) Hierunter wird immer die Abhandlung Tbl. VIII. Nr. XXV. ver- 
standen, in welcher (S. 273.) schon auf die vorliegende Abhandlung 
aber die imaginären Grössen hingewiesen worden ist; der Abdruck der- 

il eint 



selben ist verspätet worden, weil eine grössere Anzahl anderer Abhand- 
lungen vorlag, deren Abdruck dringender erschien. 

Thcil XX. 
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ist. Also ist, wenn a eine beliebige positive Grosse bezeichnet : 
• 2) e«l*\QOB(ß\a) + s\n{ß\a).\T=\\ 
= 1 , (« + ^^l )la 

Ka+ß \r=~l)|q>t 

+ T2 

+ 1.2.3 

tC« + flV=l)la|« 

+ 1.2.3.4 

+ 

* 

Weil nun nach dem allgemeinen Begriffe dor Logarithmen 
und folglich 

a*=e J i« 

ist, wo unter allen Potenzen deren reelle positive VVerthe zu ver- 
stehen sind, so ist nach der Abhandlung über den Binomischen 
Lehrsatz (44.) für jedes reelle x: 

0*-! + ^-+ -7^-+ + 1.2.3.4 + 

Vergleicht man die beiden Reihen auf den rechten Seiten der 
Gleichungen 2) und 3) mit einander, so bemerkt man auf der 
Stelle, dass die erste aus der zweiten hervorgeht, wenn man 
«+ 0V — 1 für x setzt. Deshalb versteht man der Analogie we- 
gen unter der Potenz 

der positiven Grosse a mit dem imaginären Exponenten a+ßV^ — 1 
die Summe der stets cenvergirendeu Reihe 



i, 1 . U . 



, .... , 
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und setzt also in Folge der Gleichung 2) . 

4) a« W=*« e*i»[ cos(j8l^+sin(/3la). V^T} , 

wo den Grossen a und ß alle reellen Wertbe beigelegt werden 
kunnen, die Grosse a aber nur positiv genommen werden darf. 

Für a=0 erhält man aus der vorhergehenden Gleichung 
5) «i*V=r= co S (ß\a) f sintfla) . V~i , 

■ 

und für 0=0 ergiebt sich aus derselben 
Also ist offenbar immer 

7) a«W-J r =a «.^v=r. 

Weil nach 4) * 

■ 

a a+ßV-i = e«l fl {cos(/51a)+sin(j3la)V^T}, 
ay-MV^Tsrgnajcos^la) + sin(dla) . V^T} 
ist, so ist nach dem Molvre'scben Theoreme 

» 

= eC+*/)l°{cos((/S+^lö) + sin((/Hd)la) V"— M; 
und weil nun nach 4) 

— e(«+y)i«{ cos((|5 +Ä)la)+ sin((|3+5)la). V^T } 
ist, so ist 

8) a«+** V=i .ar+^V^i = a («+/> + (y+*V-T ) . 
Für a = e ist nach 4) 

9) *W V^T = «« ( cosj3 + sin/3 V—l ) , 

9* 
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und folglich fär a=0: 

10) eßV=i=co8ß+s\nß\T=l . 
Also ist, wenn wir ß~±& setzen: 

11) ^V~^ — cosa-isiiurV^ -F. 
Durch Addition und Subtraction der beiden Gleichungen 

co&r + «iiwrV = e* 
co&r — sin.rV~ —1 —e—*^— "* 

erhält man: 



12) 



2 ' 



iCos.r= 2 



sina: = 



2V-1 



Also ist 



13) 



e *V-i_ e -xV-i 



fcota: = 77== 17=?- V — 1; 



oder 



14) 



exV-i-e-xV-i . 



oder 
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e uv=t—l 

15) 



cot,- 1 +^ V - 



oder auch 



16) 



(l-i!**V-i)V"— l' 



1 _ c t*V- 1 



Aehnliche Formeln wurden sich auch für die übrigen gonio- 
metrischen Functionen entwickeln lassen, wobei wir jedoch hier 
uns nicht aufhalten wollen, weil die Sache gar keine Schwierig- 
keit darbietet 



§. 2. 

U nter d em naturlichen Logarithmus der imaginären Grosse 
a + 0V — r, d. i. in der aus der Abhandlung über den Binomi- 
schen Lehrsatz bekannten Bezeichnung unter der Grösse 
l(o+/3V — 1), verstehen wir eine Grosse von solcher Beschaffen- 
heit, dass 

17)' eiWV =*> = « + ßV~l 
ist. Setzen wir nun 

so muss also 

folglich nach 9) 

ePCcosfl + siufV^T) = o + /SV^T 

sein, woraus sich zur Bestimmung der Grossen p und <y die bei- 
den Gleichungen 
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19) eVcosq = « , dPsinq = ß 

ergeben. Quadrirt man diese beiden Gleichungen , and addirt sie 
dann zu einander, so erhält mau 

i 

20) €*J» = cr* + /J*, 
lolglich 2/>=l(a* + j5*) oder 

21) ps£l(*+*). 

Also ist 

d. i. nach dem allgemeinen Begriffe der Logarithmen: 

* • 

und wegen der Gleichungen 19) muss folglich, r/ so bestimmt wer- 
den, dass zugleich 

cosv.Va* + 0*=a, 8\agA r <£+ß*= ß 

oder 



oder dass 

23) y = Are cos - r : , = Are sin A ,_ ^ 

V&+ß* V a*+ß* 

ist, welches offenbar jederzeit möglich ist, weil 

ist. Uebrigens kann man, da nach 22) 

24) tan g0 = £ 
ist, 9 auch mittelst der Gleichung 

25) o=Arclang2 



• ■ 
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bestimmen, hat dann aber zu bemerken, dass sich der Bogen t/ 
im ersten, zweiten, dritten, vierten Quadranten endigen muss, 
wenn respective o? positiv und ß positiv, er negativ und ß positiv, 
er negativ und ß negativ, a positiv und B negativ ist, weil nur, 
wenn diese Bedingungen erfüllt sind, zugleich 

sein kann, wie es nach dem Obigen erfordert wird. 

Ist nun q gehörig bestimmt, so ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden unmittelbar die Gleichung 

26) l(«+j}V^)==^I<d»+«-HrV^l. 

Auf ähnliche Art wie vorher verstehen wir, wenn B eiue be- 
liebige positive Grösse bezeichnet, überhaupt unter dem Logarith- 
mus der imaginären Grosse a-f ßV^—l für die Basis B, welcher 
durch log(a+/3V — 1) bezeichnet werden mag, eine Grösse von 
solcher Beschaffenheit, dass 

27) ÄTosWV=l>= a + jSV^T 

' ist. 

Setzen wir nun e=BM, so ist 

e H*+ßV=i) — (/?af)i(«W-i) , 

also nach 26) 

e l(«^V~l)=(ßM);i(a* + ^)+9V~». 

Nach 4) ist aber 

(ß*)n(««+^)+9V-* 
sscUW».«!* lco*(M<jlß)+akB{M(,\B).V-\ i 

und 

= 4MH*+r).lB\ cos(M</\ B) + sin( Mq\ B) . V -\ I . 
so dass also offeubar 
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4 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

eK«W-i) ■= Jft«lCW)+*tV=1 
ist. Weil nun aber nach 17) 

ist, so ist 

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung 27), so er- 
giebt sich auf der Stelle 

28) !og(«+/3 V^I) = iüfl(d»+P)+ Mg \T-1 

oder 

also nach 26): 

30) log(a+/5V=I)=iWI(« + i sV=l). 

Die Grösse Jl/, mit welcher man hiernach den natürlichen 
Logarithmus l(« + flV"=l) multipliciren muss, um deo Lo 

SfÄ U %f ,0 ? (< ; + ^y-T ! > ?t die Basi8 B zu erhalten, nennt 
B ?sL du,us ' les »°garithmiacheo Systems, dessen Basis 

Weil nach dem Obigen bekanntlich e=B** ist, so ist 
\e=zl=M\B, loge = if/|ogß=^ ; 



also 



31) iV= j-^= logc. 



Setzt man also natürlich auch 

b8(*+n=Jf|(*t#9, 
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so ist nach 28): 

32) !og(a+/3V^i)= k jlog(«*+/3«) + MqV=l- 

Da q offenbar unendlich viel e verschiedene Werthe haben 

kann, so hat auch log(af /SV^T) jederzeit unendlich viele ver- 
schiedene Werthe. 

Für a=+l und |S— 0 muss q so bestimmt werden, dass 

9 = Arccos(+ 1) = Aresin 0 

ist. Dies giebt^ wenn k eine beliebige positive oder negative 
ganze Zahl bezeichnet , q=.%kit. 

Für a=— 1 und 0=0 muss q so bestimmt werden, dass 

q-= Arccos(— 1) = Arcsin 0 

ist Dies giebt, wenn /- wieder eine beliebige positive oder ne- 
gative ganze Zahl bezeichnet, q = (2£-fl)ff. 

Also ist nach der Gleichung 32), wenn man nur bemerkt, 
dass man, in dieser Gleichung für Iog(a 2 -f0*) natürlich immer den 
reellen Werth dieses Logarithmus setzen muss, welcher Rlr«=:±l, 
0=0 bekanntlich 0 ist, für jedes positive oder negative ganze k: 

33) log(+l)=2A;V7rV=l 

und 

34) log(-l)=(2A+l) afttV=T. 
Ueberhaupt erhält man aus der Gleichung 32) für 0=0: 



35) log« = ^ log. a* + Wo V^l , 

wo log.a* den reellen Werth, welchen dieser Logarithmus, weil 
a* positiv ist, noth wendig jederzeit haben muss , bezeichnet Auch 
erhellet leicht, dass in diesem Falle 

■ 

7 = Arccos(;fcl) = Ares in 0 

und das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenaebdem a 

Sositiv oder negativ ist, welches darin seinen Grund hat, dass in 
en allgemeinen Gleichungen 
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€t B 

q = Arccos r — Are sin n 

die Quadratwurzel V" o 2 +|3 2 immer, positiv genommen « erden muss. 
Ist also tt positiv, so ist <j lkn\ ist dagegen a negativ , so ist 
q=i(2k+l)7t, wo k immer jede beliebige positive oder negative 
ganze Zahl bezeichnet. Ist also a positiv, so ist 

36) log»s^log.^3Uf«V^I ; 
ist dagegen a negativ, so ist 

37) loga=|log.o»+(2/f-|-l)i»/wV r:::: i - 

Hieraus sieht man , dass der Logarithmus jeder reellen Grosse 
unendlich viele verschiedene Werthe hat. Ist diese reelle Grösse 
positiv, so findet sich unter den unendlich vielen verschiedenen 
Werthen ihres Logarithmus immer ein reeller Werth, welchen 
man aus der Gleichung 30) erhält, wenn man A'=ü setzt. Dage- 

gen sind alle Werthe des Logarithmus einer negativen reellen 
Irösse imaginär. 

Ist nicht 0=0, so kann wegen 

« x ß 

q = Arccos — Aresin , a , 

offenbar nie ^=0 sein, und aus der aus dem Obigen bekannten 
Gleichung 

log (« + ß V-l )= J log ( «* + ß* ) -f M q V =1 

geht also hervor, dass die unendlich vielen verschiedenen Werthe, 
welche der Logarithmtfs einer imaginären , Grösse haben kann, 
jederzeit sämmtlicb imaginär sind. 



§• 3. 

Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist, wenn wir der 
Kürze wegen, die Quadratwurzel natürlich pusitiv genommen, 



38) e=Va»+o* 
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und 



6 



39) y = Arccos^= a = Aresin 



40) Ha+b\T-l)=\Q+<p)r=\ 



Also ist 



(a + /3^ri)l(a + -l) = «lo-/3<p + «31(>+«(p)V=l . 

Nach §. 1. ist, wie aus der Vergleichung der Gleichungen 2) und 
3) auf der Stelle hervorgeht: 



• * • 

alD~-<3yf(^lp-rag))V^i 
- J + I 

{dD-/?y-f(^lo-h«y)V-Ip 
+ 1/2 

{ «lo — frp -f « 31 q -f cy ) V ^T) 3 
+ 1 2.3 

. lclp-<3y-K/3lp + ay)V^il 4 
+ 1.2.3.4 



und 



nach dem Vorhergehenden 



Digitized by Google 



I 



132 

. l(«-H3V^i)1(a-f 6V r =1)}* 
+ - 

, >( C -f^v3i)i (fl . f 6v^r )) 4 

T 1.2.3.4 
+ 

Setzen wir nun der Analogie mit der bekannten Gleichung 



t l(tt + j?V^I)l(a^^)|» 



, t(«4-jgV r ^l) l(fl +6V r --l)l» 
+ 1.2.3 

. { («-f^V^I)l(q + 6V^l)}4 

+ LÜ4 



so erhalten wir, wenn wir dies mit dem Obigen vergleichen, die 
Gleichung 

d. i. nach 7) die Gleichung 

41) (a+6V~— !)*+/» V-i = . etfiH^)V^i~. 

Nach 11) ist aber 
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eißlfr «9 ) V~i as co8(/3lp + aq>) + sin( j?lo + a<p) V^l , 
und folglich 

42) (a + 6V^"l)^V^l 
=:e«le-0f> { coa(ßlQ+a(p) -f sin(/3Io-H«p). V^l } , 

wo die Wert he von o und 97 aus 38) und 39) bekannt sind. 

r 

§. 4. 

Wir wollen jetzt die beiden Reihen 

*' ~ 1.2 IZ3 ■ 1Z6 - ' " 



.„^-r («+ßV=i)» («+?V-1; * (atfV-y 

zu summiren suchen. 

In der Abhandlung über den Binomischen Lehrsatz (43.) ist 
gezeigt worden, dass für jedes x 

e«"*{cos(:rsioÖ)+ sinfarsinö) .V^Tj 

= 1 + V(cos0 + sinö\^T) 

■ 

+ j- 2 (cos20-f sinSöV^i ) 
+1^ (cos3ö+sin3öV^l) 
+ (^ö+siu^V^l) 



+ 



ist Setzt man in dieser Gleichung zuerst x=zq, dann .r = — p, 
so erhält man die beiden folgenden Gleichungen: 
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t cos(psin0H sin(osinö) \ 
= 1 + ^(cosö + sin0 V^l ) 

+ i ^(co«30+«in3flV'.^l ) 
+ P~4 (cos40+sin40 V~ -^1 ) 



und 



i • > • t 



= 1 — ^ ( cosö + sinö V^I ) 
+ £ 2 (cos20+sin2öV^l) 



— (cos3ö+sin30 — J ) 



+ Ä(co840+sin40\^-l) 



Durch Addition und Subtraction dieser beiden Gleichungen erhält 
man die beiden folgenden Gleichungen: 

* p 9 

43) - cos(osin0)+ ~-~-sin(o8in0) . 

= 1 

4 

+ T~t (cosiÖ+siiriöV^l ) 

J ...4 



• • * 



+ T ^.(co860+8in60V-A) 

• • i 

-f" • • • » , ItM 
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und 

f 

44) 2 cos(psin0) + ^ «m( P »inö) .V^I 

= ^ (co80 + sinöV^l ) 
+ yJ^(co83ö+sin3öV— 1) 

» * 

+ j^g (cos50-f sinSö^TZTi ) . 

+ O («*70+sio70 V^l ) 

+ ... 

Setzen wir nun, was offenbar verstattet ist: 

a + ßV-l = p(coso> + 6ina>VZT), 

• • • 9 

so ist 

pcosw— o, Q8\no)=ß; pcos0=|3, osin0=:cr 

* 

oder 

0 . ß ,Q . . a 

cosa> = -, 8i!i(o=-; cosÖ=-. sin0 = -; 
9 9 9 9 

* 

folglich 

cos0=8ino>, sin0=cos<a. 

Also ist 

cos(0-f g>) = cos0coso> — sin0sin<a=O, 

* 

sin(0+a>) ss s'niöcosw -f cos0sio6>= 1 ; 

und folglich , indem k eine beliebige positive oder negative ganze 
Zahl bezeichnet: 
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Also ist / 

20 = (4* + l)«-2a>, 
3d = (6Ä:+|)«-3a), 
4ö=(8A+2)*-4a>, 
5ö=(10*+|)*-5a>, 
60=(12A+3)*— 6<o, 
70 = (14* + |)*-7a>, 
80=(16Ä + 4)*-8a>, 

U. 8. W. 

und folglich 

cosd=:-f sino, sinö= + cosw; 
cos20 = — cos2o> , 8in2ö^=+sin2ö>; 
cos3ö=— sin3ü, sin3ö = — cos3a> ; 
co84Ö= + cos4co, sin4Ö=— sin4<a; 
, cosSö = + 8iii5a> , sin5d=r-{-cos5a>; 
cos6<9=— cosöo), sinß0 = + 8in6a>; 
cos7ö = — sin7a>, sin70= — cos7w; 
cos8ö = + cos8a>, sin80= — sin8w; 

U. 8. W. 0. 8. W. 

Also ist nach 43) und 44) 
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und 



Y cos(ecos») + g sin (q coso> ) . V—l 

= 1 

- ^ (cos2oj — sin2f» V^l ) 
+ O (cos4fi>- sin4o> \T - 1 ) 

V 

— j— g(cosö<o — sinOo V — 1) 
+ 



~2 cos(pcoso)) + g sinfocosw) .V - 1 



= |-(8ina> + coso)V — 1) 
~]^(sin3o,+ co83oiV^T) 



o 

+ j— -g(sin5fl> + cos5a> V — 1) 

e 7 t 

— j^(sin7o)+cos7a> V^T) 



Folglich ist 



~2 cos(pcos«) 

= 1 ~~ ^2 cos2<a + 1^4 C084 °» - |7^ 6 cos6<o+. 



— ö Slll(pC08Cü) 



Theil XX. ,„ 
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COS(pC08<D) 

= sinco — j^8in3o) + y^-g sin5a> — j^sin7o> + 

2 sio(pco8ö>) 

— ^ C08CD— j-^-7jC083a) + j — gCOSÖO) — j -. C08/G) + J 



* ■ 



cosfocosto) 2 sin(pco8co) .V —1 

1 

+ l^i (cos4»+8in4iö V^T) 



und 



- sin ((>cos w)-f s cos (ecosco) . V — 1 

— Y (cosa> + einwV^l ) 

— (cos3oj + 8in3oi V — 1 ) 
+ j^(cos5a)+8in5a)V=i) 

< 
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Weil 



pcos<a = ot, osinurrß 

und 

a + ß\n-l — Q (cos to + sino) V~\), 
also für jedes positive ganze n 

(o+/3V — ])"= p n (coswcö-f sin?ia)V^l 

ist; so ist nach dem Vorhergehenden für jedes reelle o und ß: 

aüx eß + e-ß eß — e-ß . A , — f 
45) ^ cos« ^ — sinoV— 1 

-1 («+/?V =r T ) t . («+ PV^l) 4 (« + 0V=T)« , 
und 

_„ +P v_i m — + — j-g nz7 -+• 

Der Analogie mit den beiden in der Abhandlung über den 
Binomischen Lehrsatz (47. und 48.) bewiesenen, für jedes reelle 
x geltenden Gleichungen 

, x* x* x* 
co M :=l- r2 + r - i - I - 8 + 



X^ x^ x^ 

smx=x-Y^ + o~rr.7 + 

wegen setzt man nun: 

cos(a-f /SV— 1) 
(o -f ßV~Vf , { a+ß^TVf (g+ß\TZl)< > 

= 1 1.2 + O O + ' 

10* 
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sin(« + /3\^l) 

.*m i feij^'j . (*fgv=i> * (« +pvpy t . 

und erhält also nach 45) und 46) die beiden folgenden Glei- 
chungen: 

47) cos(« tfV=I)= cos« - 8in«^~ I , 

4«) sin(« + V-l) = - + 2 ''"'' sin«+ coeoV ^1 ■ 

Ueberträgt man ferner die bekannten Begriffe der übrigen go- 
niometrischen Functionen auch auf imaginäre Bogen, so erhält man 
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen: 

(ep-f «-F)co8o— (eP*—e- PjsinaV — 1 

50) cotCa^-^V-^)^^^ 6 "^ 008 "-"^"""^ 810 "^; 

(^-f^-^sina + (eß—e-ß)coiia\ — 1 

und folglich, wenn man Zähler und Nenner des ersten Bruchs mit 

(e^-f 6-0)008« + (eß — e-ß)s'maV^ — 1 , 
Zähler und Nenner des zweiten Bruchs mit 

(eß I *-P>in« - (eß- e-ß)co8«V-\ 

multiplicirt: 

k%\ 4 t i atj" — f\ 2sin2«+(eV-e-V)V r -l 
51) 2cosSte+^+^M ~ ' 

«o* , /»w* | \ 2sin2«-(*V- e-V)V=ä 
52) cot(«+^-l) = 2cos2a-.eV- .V- 

Ferner flndet man leicht: 

„ «c(H^^)= 8 '-^^t(^^VB, 
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54) coMcc-f-^v-Dss 4-^= — WpF^rasSs 

Auch ist endlich: 

55) a \nv(a+ß\r—]) = 1- ^-^08«+ «irm^^I, 

56) co«i*«+0 V'-T) = 1 - ^-«ina-^^- cosaV^I . 

§. 5. 

Weil nach dem vorhergehenden Paragraphen 

/ ■ OAr — i\ eß + e~ß eß — e~ß . r — * 
cos(a+ßV — 1)= j cosa 2 »'»«V— 1 

und 

sin(y + oV^)= C -^ - «iny+ cosy V^l , 

co8(y+oV — i)= 2 cos y 2 — smy V — 1 

ist; so erhält man leicht durch Multiplier tiun 
sin(a + /3\^~I)co8(y \ d \T=\) + cos(a+ ß V -l)sin(y + dV^) 

= |— 5— •— 2— +— 2 — • — 2:-js>"(« + y) 

+ J ^ — 2 — + T~' — 2 — fCos(o+y).V-J 

und 



142 

cos(a+0 Sf^l) cos(y+aV^l) — sm(a + 0 V^) sin(y + d V^T) 

seß+e-ß e* ' + eß — e-ß e* — c-'> , , , 
= > "T ~ ' 2 + 2 2 ~~ « C08(a+ y) 

s eß—e ~ß ef + e-*. eß + e~ß et — e-** v 4/"~T. 

— } — 2" ' — 2 — + — 2 2 ? sin («+/). V—l; 

also, wie sich hieraus ferner leicht ergiebt: 

sin(ct -f /3V~=l)cos(y + dV^l) + coste-t-jSV^lJsinCy + S\T~\) 

eß+* + e-V+* . , , % e-W+«r> _ s . r — T 
= ^ s,n ( a + y) + ^ cos(a+y) . V —1 , 

cos(a+/S^-l)cos(y f 6 V^H) - «n(a + 18 V^I)sin(y + 6 V^l ) 
= ^ cos(o + y) ^ sin(«+y) . V - 1 

Weil nun nach dem vorhergehenden Paragraphen 

8in{a+y+(mV^T)=smK«+/SV=T) + <y + dV"=l)l 

eß+4+e-iß+*) , , , . . ^+*— e-V-M) / . 
= ^ sin(«+y) + ^ cos (o+y) .V -1 , 

cos { a + y + (0+d) ^=1 ) = cos |(«+ jS V^l) + (y + d V^l ) 1 

= ^ cos(cc-f y) ^ sin(a+y).V — I 

ist; so ist nach dem Vorhergehenden: 

57) sin|(a+^~I) + (y+dV^"l)} 
==8in(a+/3\^^)cos(y+dV^) + cos(a + |5V^l)sin(y+dV r ^I), 

58) cos((«+j3V^I)+(y+dV^I)l 

=^ cos (a + ß\T=l)coB(y + d V~l) - sin(a f/?V=I )sin(y + d\^=7). 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen ergeben sich aber auch 
leicht die beiden folgenden Gleichungen: 



59) 8in(-a-/?V r =T) = -8in(o+/3\^=T), 
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60) co»(-«-/5V^l)= cos(«+ßV-*)> 

also ist nach 57) und 58), wenn man — y und — $ für y and 6 
setzt: 

61) «n!(a + ^=T)-(y + dV-^| 

= sin(a + /3 ( V=T) cos(y + dV-1 ) - cosCa+jS^l) sin(^H V— 1) » 

* 

62) cos { (a + 0 V=T) - (y + * V^T) * 

= cos(a+0 V* - 1) cos(y+<5 V^l) + sin(a+j5^-l)sin(y + ö V=i ) . 

Setzt man in dieser letzten Gleichung «+|?V— l = y+dV— 1 , 
und bemerkt, dass nach 47) und 48) offenbar 

63) cos0=l, sio0=0 

ist, so erhält man 

64) (sln(« +ßV -=T))H («w(«-f0 V - 1)) 2 = 1 . 
Auf ähnliche Art ergiebt sich aus 57) und 58) 

65) •bfyff+j» V^IJ =2sin(a+ßV^l)cos(a + 0V r =H) , 

66) cos2(«+0\^) = (cos(« + ßV~))*-(8\n(*+ßV~=\)p. 

Es ist hier nicht meine Absicht, die Zahl dieser Relationen 
zu erschupfen, und man hat das Vorhergehende nur als eine An* 
leitung zu betrachten, wie die aus der Goniometrie bekannten Re- 
lationen zwischen den goniomntrischen Functionen reeller Bogen 
auf die goniometrischen Functionen imaginärer Bogen erweitert 
werden können. 



§. 6. 

I 

Setzen wir jetzt 

67) Arcsin(« + /3V r "=Ti) =jr+^V^T, 
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sin(:r+y V~l) = a+ßV^l , 



d. i. nach 48) 



e y -f e~y e y — p-i , — . 
2 smar-f — ^- — cowrV —1 =a+|5V -1 » 

und folglich 

öö) ^ — «nar=a, — ^~ cosx=ß 

oder 

69) (cy + e-y)8ina:=2<r, (<* — e-»)co8*=20 

» 

sein, weshalb es jetzt also darauf ankommt, die Grössen x und 
y so zu bestimmen, dass diesen beiden Gleichungen genügt wird. 

Quadrirt man die Gleichungen 69), so erhfilt man: 



70) | 
also 

i (e a w+«-%-2)sina: a cosx» = 4/J»sin.T«; 

■ 

und folglich, wenn man subtrahirt: 

i 

72) siiu:*co8j: 2 = a 2 cosx* — fPs'mx* , 
woraus sich leicht die Gleichung 

73) sin*-* — (I + «M-/?V«u:* + a*==0, 

folglich 

74) 8in^=i±^± fP?^ 

ergiebt. 
Weil 



«« 



» 
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(HaHß*)* - 4««= (l-a*)*+2/P(l+a« + \ P) 
ist, so ist die Grösse 

offenbar immer positiv, also die Grosse 

stets reell. 

Ferner ist immer 



welches sich auf folgende Art beweisen lässt. Die vorstehende 
Bedingung ist nämlich jederzeit erfüllt , wenn die Bedingung 

l + a»+0MY~ (l+aH-0*)*-4a»=2, 
d. i. wenn die Bedingung 

ai + ^+y (l+«' + 0*) 2 -4«*=l 
erfüllt ist Diese Bedingung ist aber offenbar jederzeit erfüllt, 



ist Wenn 

ist, so ist 

und die Bedingung 
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ist erfüllt, wenn die Bedingung 

^(1 + «2 + 40» =l-«*-/3* 

oder 

■ 

(1 + ««+ pp-ia* = <l-«»-/P)«, 

d. i. wenn die Bedingung 

I + + /J* — 2a 2 + 20« -f 2a*/J« 
~ ] + a« + ß* - 2«« - 2/3« + 2a* ß* , 

welche mit der Bedingung 

2/?* = -2/3« 

identisch ist , erfüllt ist. Da nun diese Bedingung offenbar jeder- 
zeit erlullt ist, so ist auch in dem Falle, wenn 

ist, die Bedingung 



«« 



+ 0*+^" (!+«* + j3*)*-4«*-l 



immer erfüllt. Hieraus ergiebt sich nun mit völliger Deutlichkeit, 
dass immer 

ist, wie behauptet wurde. 

Eben so leicht lässt sich zeigen, dass immer 

ist, wobei man nicht zu übersehen hat, dass die Grösse 
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offenbar immer positiv ist Die Bedingung 

ist nämlich jederzeit erfüllt , wenn die Bedingung 

. l+a*-»-/? 2 -^ (l + a* + /J*) 2 -4«*<2> 
d. i. wenn die Bedingung 

erfüllt ist. Diese Bedingung ist jederzeit erfüllt, wenn 
ist. Wenn 

«*+£*> 1 

ist, so ist 

und die Bedingung 

« 2 + 0 2 -^" (l-f«* + /S*)*— 4a*=l 
ist erfüllt, wenn die Bedingung 

oder 

(«2 + /3»— 1)3 = (1 + «* + pp - 4«« , 

d. i. wenn die Bedingung 

1 + a«+ 04 - 2a* - 2/^ VM* 2 
< 1 + aH 0 4 - 2a* + 2j3* + 2a*jS* , 
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welche mit der Bedingung 



identisch ist, erfüllt ist. Da nun diese Bedingung offenbar 
erfällt ist, so ist auch in dem Falle, wenn 

ist. die Bedingung 



erfüllt. Hierans ergiebt sich jetzt mit völliger Deutlichkeit, dass 
immer 

ist, wie behauptet wurde. 
Weil nun immer 

sinar* ^ 1 

* 

sein muss, so ergiebt sieb aus dem Vorhergehenden, dass mani 
im Obigen im Allgemeinen die untern Zeichnen zu nehmen, und 
folglich 

oder 

76) sina: 2 = 



also 

77) sinar = ± 



zu setzen hat, wo sich nun noch fragt, wie in dieser Gleichung 
das Zeichen zu nehmen ist, was sich leicht auf folgende Art he* 
stimmen lässt. Da nämlich nach 69) 
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(<r»+e-y)8inx=2o 

und + stets eine positive Grösse ist, so hat situ: mit « » 
gleiches Vorzeichen, und man muss also in der Gleichung 77) 
das obere Zeichen nehmen, d. h. 



78) sin* 



Mittelst der Gleichung 75) erhalt man sogleich 

oder 



d. i. nach gehöriger Entwicklung 



oder 

0* 



80) cosj: 2 =- 



und wir haben also jetzt 
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« 

sinx = 



81) 



wo wegen des doppelten Vorzeichens in der zweiten dieser bei- 
den Gleichungen noch die folgenden Bestimmungen zu geben sind. 

Wenn der Bogen 
x = Aresin 



sich im ersten oder vierten Quadranten endigt , so muss man in 
der zweiten der beiden obigen Gleichungen das Zeichen so neh- 
men . dass \ : ß positiv wird, d.h. man muss das obere oder untere 
Zeichen nehmen, jenachdem ß positiv oder negativ ist. 

Wenn der Bogen 

et . 

a: = Aresin 



sich im zweiten oder dritten Quadranten endigt, so muss man in 
der zweiten der beiden obigen Gleichungen das Zeichen so neb 
men, dass I ß negativ wird, d. h. man muss das obere oder un- 
tere Zeichen nehmen , jenachdem ß negativ oder positiv ist. 



Es ist nun 



JL+-L 
s'ina: cosor 



* 
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« _A 

sin x cosa: 



oder der Kürze wegen \ 



-r5 t-=. )nN _. 

sinx cosx 1 



Weil aber nach 68) 



sinx ' TT" "* cosar 



und folglich 

T 



suu: 1 coa* si nx cosx 

V 

ist, so ist 

f « + _i_y_? ß_\ =1 

\sin:r * cosa/Vsinar cosx/ ' 
also nach dem Vorhergehenden 



l(3#+iV)+l(Af-iV)=0, 

folglich 

l(Jf-iV)Ä-|(lf+if) 

ergiebt. Daher ist 

und folglich nach dem Obigen 
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<]. i. 

3,=±l(Jlf+iV) 

oder 



+ [4!f:» t y(£p!)'. # J} 



Nehmen wir dies mit dem Obigen zusammen, so ergiebt sich 
die folgende Gleichung: 



— Ar es in 



82) Arcsin(« +0^-1) 

o 



in welcher man, wenn 
Aresin 



sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, das obere oder 
untere Zeichen nehmen muss, jenachdem ß positiv oder negativ 
ist, dagegen, wenn 



Aresin 



— 2 — + V v— 3 — ; - « i 



sich im zweiten oder dritten Quadranten endigt, das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem ß negativ oder posi- 
tiv ist. 
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§. 7. 

Auf ähnliche Weise wie im vorhergehenden Paragraphen wol- 
len wir nun auch 

« 

83) Arccos(« + ß\f=l) + yV~\ 
behandeln. Aus dieser Gleichung ergiebt sich 

cos^+y^ ~\) = « + jSV-1, 

d. i. nach 47) 

— ^ — cos* er — sinarV— I =«-f0V -1, 

und folglich 

«f + e-y e»~ e-y . ' 
84) ^ — cosx = a, ^ — sinx=—ß 



85) (e* -f e-y) cosar=:2« , e-s)siiur=— 20 ; 

wo es also jetzt wieder darauf ankommt, die Grossen x und y so zu 
bestimmen, dass diesen beiden Gleichungen genügt 



Quadrirt man die Gleichungen 85), so erhalt man: 

(e*y + e-«» + 2)cos** = 4a*, 
un:r a =4|J a ; 



f (e*y + e~*y + 2)co; 
86) < 

t («% -I- - 2)sü 



, (e% + <?-*» + 2)sinx a cosa: a = 4«Vnu;* , 

87) 



{ 



(e%-f e-a.'/— 2)siiu: 9 cosu;*= ißteosx* ; 

und folglich, wenn man subtrahirt: 

88) sinÄosa:^ « l 8ina: 2 — ß 2 co£z' £ , 
Theil XX. 11 
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woraus sich leicht die Gleichung 

89) cos** — (l+«*+|3*)cos;r*-f«* = 0, 

folglich 

90) cos** = ^ — ± V V"~2 ) ~~ 

ergiebt. 

Hieraus leitet man auf ganz ähnliche Art wie im vorhergehen- 
den Paragraphen die beiden folgenden Gleichungen ab: 



cosx = 



91) 



|sin:r =Hb 



j^ + V(^ , ) , -- , r 



bei denen die folgenden Bedingungen wegen der Vorzeichen zu 
beachten sind. 

Wenn der Bogen 

a 

x = Arccos 



sich im ersten oder zweiten Quadranten endigt, so muss man in 
der zweiten der beiden obigen Gleichungen das Zeichen so neh- 
men, dass +0 positiv wird, d.h. man muss das obere oder untere 
Zeichen nehmen, jenachdem ß positiv oder negativ ist. 

Wenn der Bogen 

« 

x = Arccos 



sich im dritten oder vierten Quadranten endigt, so rnuss man in 
der zweiten der beiden obigen Gleichungen das Zeichen so neh- 
men, dass ±ß negativ wird, d. h. man muss das obere oder un- 
tere Zeichen nehmen , jenachdem ß negativ oder positiv ist. 

Ferner ist nun auch 
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a 

COSX~" SiüX 



= jäp? + V(äf±i)'_^ 



cosa: ? sin x 



oder der Kürze wegen 



ß~=M?N, 

— ^- + -Ä- = Ji±iV. 
cosa: r sma; 

Weil aber nach 84) 

e y + e -y a ey—e~y _ ß 

2 " coso: 1 2 ~ ~~ sin x 

* 

and folglich 

ß 



cosx * sioa:' co&r T sinx 

ist, so ist 

f_a LV_^+ -i-W 

Vcosx 8io*/ \C08X T sinx/ 

also nach dem Vorhergehenden 

(^f +iV)(üf— iV)= 1 , 

woraus sich 

i(j/+;v) + i(/v--;v)=o, 
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und folglich 
ergiebt. Daher ist 

I(üfTiV) = : Fl(«+A'). 

* 

und folglich nach dem Obigen 

d. i. 
oder 

Nehmen wir dies mit dem Obigen zusammen , so ergiebt sich 
die folgende Gleichung: 

92) Arccos^+^V^T) 
= Arccos- 



in welcher man, wenn 
Arccos 



sich im ersten oder zweiten Quadranten endigt, das obere oder 
untere Zeichen nehmen muss, jenachdem ß positiv oder negativ 
ist, dagegen, wenn 



Arccos- 
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sich im dritten oder vierten Quadranten endigt, das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem ß negativ oder posi- 
tiv ist. 



Wir wollen nun 

93) Arctang(« + /JV^l) -ar + yV-^i 
betrachten. Aus dieser Gleichung folgt 

tang(x + y V^~l)=<*+ ß V=l , 

■ 

d. i. nach 51) 

2sm 2*-f ( g «y-e-%0\r .Zi 

2cos2* + e*y + e~*y - — « + ff V — i . 



2sin2x 

« = 



2cos2a; + e 2 » + e~*> ' 

ß __ e*J— c-*y 

P — 2cos*2* + e*9 + e-% ' 

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich 

« 2sin2x 
ß &s — e-*9 * 



oder 



oder 



d. i. 



c 1 — e y = > 

a 



95, Ä _JWS^^_, =0 . 



Lust man diese Gleichung in Bezug auf e*y als unbekannte Grösse 
auf, so erhält man 
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* 

* 

96) «%= gifagyjVgSg ^g 1 



er 



oder 



97) c-*y 



0sin2*;fcVWj3*»»n2a:» 

_ fain2g T V gjgggjg 
et 

■ 

Folglich ist 



a 

98) 



mit der Bestimmung» dass man, weil e*f + e— a f offenbar immer 
eine positive Grosse ist, in der ersten dieser beiden Gleichun- 
gen, und also natürlich auch überhaupt in allen vorhergehenden 
Gleichungen, das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jenach- 
dem a eine positive oder eine negative Grosse ist. 

Nach 94) ist also immer mit derselben Bedingung wegen der 
Vorzeichen 

us\o2a: 

°~ acos2or+ V a* + ß*s\n2x* ' 

folglich 

sin2x - acos2*= ±V a*-f /^sirS*, 

oder, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, nach einigen leich- 
ten Verwandlungen: 

tangfcr — 2a = («» -f fP) tang2* , 

und folglich 



2« 

99) tangfcr = j— 



Weil nun 
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ist, so ist, wie man leicht findet: 

/ 4a* 
sin'2r* = 4a 2 +(1 _ a a_^ • 

100) < 

l cos2:r = 4P+(I=?^*- 
Nach dem Obigen war aber 

sin&r — acos2x=J:V" cP+ß^sitvIa; 2 

oder 

cos2x(tang£r— a)= ±V o a +/3Vm2a: 2 , 

das obere oder untere Zeichen genommen, jenachdem « positiv 
oder negativ ist. Also ist 



4o a +(l— «*-/S»)*' 
d. i. 

«<H^gtQ _ , 4 r gjT±g±gF 

und folglich 

, 0I) c08 o J=± y 

oder nach 99) 

102) corä^i^-V^^c^- 
Weil nun 

sin2:r = cos2a tang?*r 

ist, so ist 
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Da man aber bekanntlich in dieser Gleichung das obere oder 
untere Zeichen nehmen muss, jenachdem « positiv oder negativ 
ist, so ist offenbar 

und folglich, weil 

_ sin2;r 

Mi 



105) cos2x =vm^-w* 

Wir müssen also, damit die Gleichung 

s\ü2x— acos2 x = ± V « 2 +/J a sin2^ 2 

zugleich mit den oben riicksichtlich der Vorzeichen ausgesproche- 
nen Bedingungen erfüllt werde, den Bogen x so bestimmen, dass 
zugleich 

106) 

1 . 1— «»— j3» 

ist, welches offenbar immer möglich ist. 
Weil nun, dies vorausgesetzt, 

sin2j: - acos2or = ±V~ o 2 -f /3Vm2a: 2 
ist, so ist nach 98) 

107) J 



folglich 



c 2 » +j~*y sin2Lr — acos2x 



— e— *sr 0sin2.r 



\ 
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oder 



also, weil 



16t 



c»y-fr% _ 1— ftcot2a: 



ist: 



eh - e-h ~ e^l ~ 2ß ' 
Aus dieser Gleichung erhalt man 

d. i. 



und folglich 



HIB. ~*i g±fl±gg 



Also hat man jetzt 

109) Arctang(«+0 + £ I • V=I , 

wo x so bestimmt werden muss, dass zugleich 

1 2a 
x= s- Aresin 



2 V4a*+Ü-a 2 -0' 2 ) 2 

= <7 Are cos . r - ---- — . . - , - - ~ 

ist. Man kann aber offenbar auch 

' 110) Arctang(a+/3\^I) 
= kJ Arctang ,_ ß2 _^ + j" 1 a ^f^' V ~ 1 



11* 
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» 

setzen, wen» man nur den Bogen 

Arctan &nr5ci^ 

so nimmt, das* er sich im ersten, zweiten, dritten, vierten Qua- 
dranten endigt, jenacbdem a positiv und I a 2 — ß 2 positiv, a po- 
sitiv und 1 — a a — ß 2 negativ, a negativ und l— a* — ß 2 negativ, a 
negativ und l-« 2 — ß* positiv ist. 



§. 9. 

Auf ähnliche Art wie vorher wollen wir jetzt auch 

111) Arccot(a + /J\^l) =* + yV=l 
betrachten. Aus dieser Gleichung folgt 

cot(* +y\^l)=a + ß VZl , 

d. i. nach 52) 

2sin2x — (e*» - e-*y)V" —l . — , 
€ iy + e-2y-2cos2o; — « + PV — I » 

und folglich 

28\n2a; 

" e*v + e-%-2cos2x ' 

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich 

o 2sin2g 
ß~~ e%— e~ 2 5» ' 

■ 

oder 
oder 
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d. L 



113) ,*,_, = <>. 

CK 

0 

Durch Auflösung dieser Gleichung in Bezug auf eh als unbekannte 
Grösse erhält man 

.... . -ßsm^l^ aHß**m& 
114) e»_ - 



|Jsin2a:±\^oa+/3Vin2.T a . 

oder 



115) <•-%/ = - 



/Ssin^TV a a +^sin2ar» 
fein2x ± V ttH-flViog*' 



Also ist 



2 V jjggggg 
o 

116) 

wo wieder in der ersten dieser beiden Gleichungen, und also na- 
türlich auch überhaupt in allen vorhergehenden Gleichungen, das 
obere oder untere Zeichen genommen werden muss, jenachdem c 
eine positive oder eine negative Grosse ist. 

Nach 112) ist also 

us\n2x 



a = 



±V r ctH^fn2i 2 -ttCos2a: ' 
folglich 

sin2* + «cosfcr — ± V a 2 +jS a sin2x» , 

und, weno man nun auf beiden Seiten quadrirt, nach einigen leich- 
ten Verwandlungen: 

tang2a: + 2« = (a 2 -f 0») tang2* , 
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also 



2c 



117) tangfcr = - ■ f ~^ . 



Ganz auf dieselbe Art wie im vorigen Paragraphen findet man 
hieraus 

4a 2 

sin2ar 2 : 



118) { 

C082jr * = 4^ + (l-«»-^ • 
Nun war aber 

sin&r + acos2o:==dbV r «H^sTn27 2 

oder 

cos2x(tang2a; + a)= £ V*^0'W2i 2 » 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, je- 
nachdem « positiv oder negativ ist. Also ist 



d. i. 



und folglich 



119) 



cos^T 1 -" 2 "^ , - 

C 8 + er v 4« 2 +(l— a< 



4« 2 +(l~ a 2 -/? 2 ) 2 
VVeiJ nun 

gio2a: = cos2a tang2^ 

ist, so ist 
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also, da man in dieser Gleichung das obere oder untere Zeichen 
nebinen muss, jenachdem a positiv oder negativ ist: 



121) Bin2*= 



2a 



V 4a«+(l-tt*-0*)* 

folglich, weil 

C0e2a: -tang^ 

ist: 

Ii«) cos2s j— 



Wir müssen also, damit die Gleichung 

sin2a: -f acos2jr=4 V « 2 +^«sin2x 2 

zugleich mit den oben rucksichtlich der Vorzeichen ausgesproche- 
nen Bedingungen erfüllt werde, den Bogen ar so bestimmen, dass 
zugleich 

1 2« 
123) 3: = ^ Are sin ~ - 

1 A 1— «2— 0* 

= ^ Are cos —7-^— r — 

ist, welches offenbar immer möglich ist. 
Weil nun, dies vorausgesetzt, 

si n2a: + acos2a: = ± V (P+fP&xv&x* 
ist, so ist nach 116) 



124) 



I a 



folglich 



e*y -f e -^J siiria; + ocos2x 
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oder 

e^i-e-^y 0 1-f gcotga ? 

also, weil 

l_c 2 — ß 2 
coX'lx = 2« 

ist: 



Aus dieser Gleichung erhält man 



d. i. 



uud folglich 



^ -«*+(! +/*)*' 



123 > 3f=4 l o«+(l + ^ 



Also hat man jetzt 

i 

126) Arccot(« + ßSf-~\ ) es m + ^1 ff* ' 
wo x so bestimmt werden muss, dass zugleich 

= 7T Arccos — 



1 V"4iH(l-« a -W 

ist. Man kann aber offenbar auch 

127) Arccot(a + /*V=l) 

= 2 Arctan S- l~«»-/f* + 4 1 + (1+0)* 
setzen» wenn man nur den Bogen 
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2a 

Arctaog — i _ a 2_ 

so nimmt, dass er sich im ersten, zweiten, dritten, vierten Qua- 
dranten endigt, jenachdem a positiv und 1 — a 2 — ß 2 negativ, a po- 
sitiv und 1 — c* — /5' 2 positiv, a negativ und 1—cP—ß 2 positiv, a 
negativ und 1— « 2 — ß* negativ ist, 



§. 10. 



Die Entwickelm,- von 

Arcsec(a-f ßSf — 1) und Arccosec(a+j3V r — J) 
hat keine Schwierigkeit, wenn man nur uberlegt, dass 

l 

Arcsec(c + ß\ —I)— Arccos - r -=- 

a-f0V^T 

Arccosec(«+|3 V=i) = Aresin * 

a + ßy — l 

oder 

Are sec(« + /SV -1) = Arccos ^/^r* * 

— a-ßVZTl 
Arccosec(«+pV — 1)= Aresin — J^npjjjä - 

sein muss. 

Nach gehöriger Entwickelung findet man leicht: 
128) Arcsec(«+/3\^i) 

= Arccos 



+ I <L .•2(« f +/J*) J 

+ L WW) I r 1 

mit folgenden Bestimmungen wegen der Vorzeichen. 
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Wenn der Bogen 



Are cos 



sich im ersten oder zweiten Quadranten endigt, so rauss man das 
obere oder untere Zeichen nehmen , jenaefidem ß negativ oder 
positiv ist. 

Wenn der Bogen 

I 

a 

Arccos 



sich im dritten oder vierten Quadranten endigt , so muss man das 
obere oder untere Zeichen nehmen , jenachdem ß positiv oder ne- 
gativ ist. 

Auf ähnliche Art ist 

129) Arccosec(« + /3V^7l) 

= Aresin 



* 

i'lL wm — ~J 

+ L 2(a«+^) J 1 V ' 

mit folgenden Bestimmungen wegen der Vorzeichen. 
Wenn der Bogen 



Aresin 



sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, so muss man das 
obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem ß negativ oder 
positiv ist. 

Wenn der Bogen 
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Aresin 



a 



' 2 



+ 



.«ich im zweite» oder dritten Quadranten endigt, so niuss man 
da« obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem ß positiv oder 
negativ ist. 

Mittelst der Gleichungen 

Arcsinv (a + ßV^l) = Arccos(l-a-0 V^l) , 

Atcco8v(a+ß\T=i) =Arcs\n(l~ct—ßV~l) 
wurden sich endlich auch leicht 

Arcsinv(cr+j3V~ —1) und Arceosv(a-f ßV^ —1) 

* 

entwickeln lassen, indem man die entwickelten Ausdrücke auf der 
Stelle erhält, wenn man in den bekannten Ausdrücken von 

Arccos(a + /5\^"l) und Arcsin(« + ßV=T) 
1 — a för a und — ß für ß setzt. 



Es scheint nicht unzweckmässig zu sein, dem Obigen die 
folgenden kurzen Bemerkungen über die Differentialquotienten ima- 
ginärer Functionen hinzuzulegen. 



Unter dem Differentialquotienten einer imaginä- 
ren Function 



wo g>(j:) and ty{x) reelle Functionen von x bezeichnen 
sollen, welchen man wie bei reellen Functionen auch 
durch 



§. II. 



Erklärung. 



'II!'" 
» «.I 



■ 



Theil XX. 



12 
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*/(*) 

zu bezeichnen pflegt, versteht man dieGrösse 

dJU) _ cy(x) BMx) tJ — 
Bx ~ Bx + Bx V~ l > 

die man also aus der Gleichung 

/(*) = 9(*HW*).V^1 

immer leicht durch Differentiation der reellen Func- 
tionen q>{x) und y(x) erhalten kann. 

In der That enthält die vorstehende Erklärung Alles, was 
bei der Entwickelung der Differentialquotienten imaginärer Functio- 
nen zu wissen nöthig ist; dieselbe ist durch diese Erklärung un- 
mittelbar auf die Entwickelurrg der Differentialquotienten reeller 
Functionen zurückgeführt, mit welcher man nur die in dieser Ab- 
handlung entwickelte Theorie der imaginären Grössen zu verbin- 
den hat, um in allen Fällen die Differentialquotienten imaginärer 
Functionen mit Leichtigkeit und ohne allen Anstoss entwickeln zu 
können. Nur hat man wohl fest zu halten, dass die aus der 
Gleichung 

/Xar)==a>(*) + tK*).\^I 
abgeleitete Gleichung 

oder in anderer Bezeichnung 

f\x) = <p'(x) + y(x) . %T^l , 

durchaus nur das Resultat der obigen Erklärung ist, und dass in 
vorstehender Gleichung 

Bx ' 

seinem eigentlichen, mit Willkü'hrlichkeit in der obigen Erklärung 
aufgestellten Begriffe nach, durchaus nicht mit den in obiger Glei- 
chung in ganz ähnlicher Weise bezeichneten Grössen 



Digitized by Google 



171 

■ 

flpC*) . . W*) 

verwechselt werden darf. Als die Differentialquotienten reeller 
Functionen sind dem eigentlichen und ursprünglichen 
Begriffe des Differentialquotienten nach 

die Grinsen, denen die Differenzenquotienten 

J<p(x) . Jib(x) 

-zr und ~25T 

sich bis zu jedem beliebigen Grade nähern , wenn 4x sich der 
Null nähert Dass aber von einer wirklichen Annäherung an 
eine bestimmte Gränze nur zwischen reellen Grossen die Rede 
sein kann, versteht sich wohl von selbst, da ja dabei von wirklichen 
Gross envergleichungen, in Bezug auf das Grossere 
und Kleinere, immer nothwendig die Rede sein muss. Und 
da von einer solchen Grossenvergleich ung in Bezug auf das Grös- 
sere und Kleinere, nach meinen Begriffen wenigstens, bei oder 
zwischen imaginären Grossen gar keine Rede sein kann, so darf 
auch, wie schon erinnert, in der aus 



gezogenen Gleichung 

Bftx) dcpjx) , <ty(.-t) r r 

= 7vT + TT'*- 1 



gewiss • 

Bx ' 

Begriffe nach, nie mit 

8 J*r> oder 
cx 



c fi,x) 

verwechselt werden. In der That ist auch -* — eigentlich nur 

ex ö 

etwas Symbolisches, und nur das Resultat oder das Product der 
obigen an sich willkiihriichen Erklärung der Differentialquotien- 
ten imaginärer Functionen. 

Die Erklärung der Differentialquotienten reeller Functionen 
als der Grämen, denen die entsprechenden Differenzenqaotienten 

12* 



Digitized by Google 



172 

sich bis zu jedem beliebigen Grade nähern, wenn das Incremen t 
der unabhängigen veränderlichen Grosse sich der Null nähert, ist 
etwas ganz für sich Bestehendes und bildet die eigentümliche 
Grundlage der gesamniten Differentialrechnung., 

Die Erklärung der» Differentialquotienten imaginärer Functio- 
nen, so wie dieselbe oben gegeben worden ist, ist auch etwas 
für sich Bestehendes , entspringt aber erst aus der Erklärung der 
Differentialquotienten reeller Functionen, oder setzt dieselbe voraus. 

Beide Erklärungen dürfen nicht mit einander verwechselt wer- 
den, und am allerwenigsten dürfen 

&/{*) nnA 

'er und ■£-■ 



jenachdem f\x) eine reelle oder eine imaginäre Function ist, als 
gleichbedeutende Dinge betrachtet werden. 

Wenn nun der verehrte Verfasser des Aufsatzes Nr. I. in 
diesem XXsten Theile des Archivs, Herr Professor Dr. Matzka 
in Prag, in diesem zunächst gegen Cauchy, S c hl ö milch und 
mich gerichteten Aufsatze darauf besonderes Gewicht zu legen 
scheint, dass eine imagin äre Function in besonderen 
Fällen ei nen reellen Diflerentialquotienten haben 
könne, so muss ich mir darauf zu erwidern erlauben, dass ich 
daran seit meinem ersten Studium der Differentialrechnung noch 
nie einen Augenblick gezweifelt habe. Denn warum sollte denn 
in der aus der Gleichung 

flx) = <p(x)+q{x).\f^l 

gezogenen Gleichung 

dx Bx dx 

nicht in gewissen besonderen Fällen der Differentialquo- 
tient ~faT der reellen Function y(x) verschwinden können? Um 

aber in der Kürze den Grundfehler und den Grundirrthum aufzudecken, 
welcher, nach meiner unmaassgeblichen Ansicht wenigstens, der 
ganzen Auffassungs- und Anschauungsweise des verehrten Herrn 
Verfassers des oben erwähnten Aufsatzes beiwohnt, erlaube ich 
mir Folgendes zu bemerken: 



Eine 
einen reellen 



imaginäre Function kann in besonderen Fällen allerdings 
llen Differentialquotienten haben*), aber durchaus nur 



*) Woran am wenigsten ich selbst jemals gezweifelt habe. 
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in dem Stune, in welchem (der obigen Erklärung zu- 
folge) eine imaginäre Function überhaupt olosi 
einen Dif ferentialquotienten haben kann; nie und nim- 
mermehr aber in dem Sinne einen wirklichen und eigentlichen 
Differentialquotienten einer reellen Function, als der Gränze näm- 
lich , w elcher der betreffende Differentialquotient sich bis zu jedem 
beliebigen Grade nähert, wenn die Veränderung der unabhängi- 
gen veränderlichen Grösse sich der Null nähert. 

Oder ganz kurz gesagt: 



sind, jenachdem f(x) eine reelle oder imaginäre Func- 
tion ist, an sich ganz verschiedene Dinge, die nie 
mit einander verwechselt werden dürfen. 

Dass Herr Professor Dr. Matzka Beides, wie es mir wenig- 
stens scheint, mit einander verwechselt, und Beides gleichbe- 
deutend nimmt: darin liegt der Grundfehler seiner ganzen Auf* 
fassungs- und Anschauungsweise. Noch einmal: l£ine imagi- 
näre Function kann sehr wohl einen reellen Differentialquotienten 
haben, aber nur in dem Sinne, in welchem eine imagi- 
näre Function überhaupt nur einen (sogenannten) Difle- 
rentialquoti enten haben kann, keineswegs in dem Siune 
eines (wirklichen oder eigentlichen) Differentialquotienten einer 
reellen Function. 

Hiermit ist aber für mich wenigstens vollständig aufgeklärt, 
wie Herr Professor Dr. Matzka in dem erwähnten Aufsatze zu 
den von ihm gemachten sogenannten Einwürfen gekommen ist. 
Wer in die oben mehrfach Hervorgehobenen Verwechslungen ver- 
fallt, wird sich allemal noth wendig in ähnlicher Weise ausspre- 
chen müssen. Widerlegt hat daher auch Herr Professor Dr. 
Matzka von allen dem, was ich in der von ihm angeführten Stelle 
meines „Leitfadens für den ersten Unterricht in der 
höheren Analvsis. Leipzig. 1838." und anderwärts gesagt 
habe, gar Nichts, vielmehr dürften alle Bemerkungen aus einer 
verfehlten Grundansicht hervorgegangen sein , wie ich schon in 
der seinem Aufsatze am Ende beigelügten Bemerkung anzudeuten 
mir erlaubt habe. Und deshalb wird denn auch des trefflichen 
Caucby vortreffliche Schreibart: 



insofern man das Differential — in dem eigentlichen und ursprüng- 
liehen Sinne des wirklichen Differentials, oder vielmehr den Diffe- 
rentialquotienten - in dem eigentlichen und ursprünglichen Sinne 
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des wirklichen Differentialquotienten, als einer Gränze, welcher sich der 
Differenzenquotient bis zu jedem beliebigen Grade nähert, wenn 
sich der Null nähert*), was nur bei reellen Functionen mög- 
lich ist, nicht in dem abgeleiteten mehr bloss symbolischen Sinne 
des Differentialquotienten einer imaginären Function, der mit je- 
nem an sich gar nichts zu thun hat, auffnsst, auch fortan 
ganz unano etastet stehen bleiben. Weshalb ich, obgleich 
ich Herrn Professor Dr. Matzka's Ansichten in keiner Weise thei- 
Jen konnte, seinen Aufsatz doch habe abdrucken lassen, findet 
sich schon in meiner Schlussbemerkung zu diesem Aufsatze an- 
gedeutet ; hauptsächlich aber geschah es auf seinen mehrmals in 
sehr dringender Weise gegen mich wiederholten Wunsch. Auch 
muss ja «las Archiv zur Austauschung entgegengesetzter Ansich- 
ten Gelegenheit darbieten. Nur darf ich als Herausgeber im In- 
teresse meiner Leser mir nicht erlauben, dergleichen Controver- 
sen zu weit auszudehnen. Daher betrachte ich die Verhand- 
lungen über diesen Gegenstand jetzt auch vorläufig 
esc blossen, indem ich glaube, dass dieselben vollständig 
inreichen, damit jeder Leser sich selbst ein Urtheil zu bilden im 
Stande ist; und weiter ist zunächst nichts erforderlich. 



*) Und das* nur dieser Sinn an der angeführten Stelle meines 
„Leitfadens" von mir festgehalten worden ist. hätte Herr Professor Dr. 
Matz ka schon aus dem Orto selbst, wo meine Bemerkungen sich im 
Systeme befinden, entnehmen können. 
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Heber die Fusspunktcurven der He- 



Gleichung zwischen ihren rechtwinkligen Coordinaten , und ausser 
ihr ein Punkt, dessen Coordinaten seien a und ß: zieht man fer- 
ner an die Curve alle nur möglichen Tangenten und fallt von dem 
festen Punkte auf jede derselben Perpendikel, so liegen die 
Durchschnittspunkte der einzelnen Tangenten und der respectiven 
Perpendikel auf einer neuen Curve, welche die Fusspunktencurve 
genannt wird, und in Bezug auf welche der feste Punkt der Pol 
heisst. Die Coordinaten des Fusspunktes des Perpendikels seien 
| und 17; hat man diese als Functionen der Variablen x und y und 
ihrer respectiven Ableitungen dargestellt, so dass sie unter der 



erscheinen, so kann man aus diesen beiden Gleichungen und der 
Gleichung der gegebenen Curve x und y eliminiren, so dass man 
eine Gleichung zwischen £ und n gewinnt, die gesuchte Gleichung 
der Fusspunktcurve. Es sind also zunächst £ und r\ als Functio- 
nen von x und y und deren Ableitungen darzustellen. 

Die Gleichung der Tangente ist bekanntlich 



gelsehnitte. 



Von dein 

• Herrn Doctor Schütte, 

Lehrer an dem Pädagogium zu Pntbu«. 




Form 



y), fi=V(x*y) 
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die Gleichung des vom Pol auf die Taugeute gefällten Perpendi- 
kels sei 

in welcher die Coefücienten m und zu bestimmen sind. Da die 
Linie durch den Pol geht, so muss die Gleichung stattfinden 

• 

«voraus durch Subtraction sich ergiebt: 

Der CoefHcicnt m w ird sein m=l : — ^ > weil diese Linie auf der 

Tangente senkrecht steht, so dass die Gleichung des Perpendi- 
kels gefunden wird: 

Die beiden Gleichungeu zur Bestimmung der Coordinaten £ und 17 
kann man schreiben: 

(*-*) + =0. 
Multiplicirt man die erste mit und addirt, so erhält man: 

Cv-«^ + (i-x)(2) 9 +i-«=o. . 

woraus sich ergiebt: 



Multiplicirt man dagegen die zweite mit jg und subtrahirt, so 
erhält man: 
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folgt 

>*i(Zf*>—>t 

Nachdem die Coordinaten des Fusspunktes auf diese Weise als 
Functionen der Veränderlichen x und y, und ihrer Ableitungen 
dargestellt sind, können zwischen diesen Gleichungen uud der 
Curvengleicbung 

fis, y)=0 

die Veränderlichen x und y eliminirt werden, so dass man die 
Fusspunktcurve erhält, ausgedruckt durch eine Gleichung von 
der Form 

F(£, t})=0. 

Es ist nicht immer nothig , die Coordinaten des Fusspunktes zu 
berechnen, sondern es genügt, die Veränderlichen x und y zwi- 
schen den Gleichungen der Tangente, des Perpendikels, und der 
gegebenen Curve zu eliminiren, da aus den beiden ersteren die 
Werthe für | und t/ abgeleitet waren. 

Die allgemeine Gleichung der Curven zweiten Grades ist 

ax* + fy 2 + 2cr=0, 

wenn die Abscissenaxe mit der Hauptaxe des Kegelschnitts zu- 
sammenfällt, und die Oordinatenaxe durch den Scheitel geht. 
Aus jener Gleichung folgt 

a 

Um die Veränderlichen zu eliminiren, setze man sie als Functio- 
nen einer dritten Variablen, wodurch elegantere Formeln erhalten 
werden. Man setze 



alsdann wird 



— c + c . cos<p 

x— : 
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woraus man durch Differentiiren erhält : 




cosqpc/qp 



und 




Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen des Perpeudikels 
und der Tangente, so gehen diese Aber in : 



Multiplicirt man die Gleichung 4J mit £— a, die Gleichung 3) 
aber mit 17 V" a und subtrabirt, so erhält man: 

5) ({-Hx) (n£+c)cos? -r(*-c) + ari(rj -ß)cosg>^0; 

und multiplicirt man die erstere mit n£ + c, die zweite mit 
Sfa(ri—ß) und addirt, so ergiebt sich: 

6) a^VÄ^^sin^-cV^^-^) + V*6(£-«)(«i+c)sin9=0. 
Aus der Gleichung 5) wird gefunden: 




o\ c -*' n< P / c.cos<p —c\ir a cos? ft . 




4) v Wb sinqp -f (a| + c)cosqp — c — 0 . 



c08 9'-a^-iS) + (£-«)(«ITIö , 



aus der Gleichung 6): 



«V6"^^) + V6(S-«)(a| + c)' 
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Substitut man diese beiden Wertbe in die Gleichung: 

sinip 1> + co89) 2 = l, 

so erhält 



c» (£-«)» , afiv-ß)* , 

\a*l(y-ß) + (S-a) (aHc) I* + b \ a«(iH») + (*-«) (flfi+c) 1 " ~ ' 

oder 

6c« (!-«)* + ac*(ri-ß)* = b { /3) -f (g-a) (a| + r) }« . 

Die Gleichung für die Fusspunktcurven der Kegelschnitte ist also 
im Allgemeinen vom vierten Grade; in dem Falle jedoch, dass 
der Pol im Brennpunkte liegt, wird sie vom zweiten und ersten 
Grade, was an den einzelnen Kegelschnitten gezeigt werden soll 



I. Die Parabel. 
Die Gleichung der Parabel aus dem Scheitel ist 

Setzt man in derselben * = 2/>cosqp*, so wird #=2/>cosg>, so dass 
man durch Differentiiren erhält: 

da: — — \pcoscps\x\(pdcp , 

dy~ — 2pB\n<pd<p, 

1 

2cosg>* 

Setzt man diese Wertbe in die Gleichungen des Perpendikels und 
der Tangente, so gehen dieselben Ober in: 

2) 2i7cosg>— 2/?cos<p* — S=ü. 
Aus der Gleichung 1) erhält 



1 rj-ß 

und wenn man diesen Werth In die Gleichung 2) setzt, so geht 
dieselbe über in: 
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Multinlicirt man diese Gleichung mit 2(£— a)*, so erhält man die 
Gleic :liung der Fusspunktcurve : 

Um die Gestalt dieser Curven dritten Grades genauer zu unter- 
suchen, verlege man die Coordinatenaxen den alten parallel iu den 
Pol selbst, so dass zu setzen ist: 

£=* + a, ri=y + ß; 

worauf die Gleichung übergeht in: 

2( y + ß)xy + py* -f 2**(a:-f «) = 0 . 

Diese Curve kann nicht symmetrisch auf beiden Seiten der Ordi- 
natenaxe liegen, da x in der höchsten Potenz einen ungeraden 
Exponenten bat. Es sei zu untersuchen, wann die Ordinate ima- 
ginär werde. Löst man die Klammern auf, so wird: 

{p + 2*).y* + 2/3*;/ + <lx\x + o) = 0 , 

woraus man erhält: 

-ßx± V — 2x^ x+a)Jpj2xJj]Px* 

y - P +ix 

ßx±x>f ß*- " 2(x+a)(p+lx) 
P + 2x 

Es behält also die Ordinate nur dann einen reellen Werth, wenn 

|^>2(a; + a)0>+2ar). 

Es sei zu untersuchen, ob die Fusspunktcurven der Parabel 
Asymptoten haben. Die Asymptote kann man betrachten als eine 
Tangente, deren Berührungspunkt im Unendlichen liegt, während 
sie selbst im Endlichen bleibt. Setzt man in der Gleichung der 
Tangente eine der Coordinaten gleich unendlich, und substituirt 
den zugehörigen Werth der andern Coordinate, so wird diese 
Gleichung, wenn sie endlich bleibt, die Asymptote ausdrücken. 

Differentiirt man die Gleichung der Fusspunktcurve , so wird: 
(4xy + 200 + 2py) * + -f 2/ty+4*(*+c0 + 2x* =0 , 



woraus 



dy ^ y a + fty + 3.rH2q* 
dx 1xy + ßx + py 
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Dies in die Gleichung der Tangente gesetzt giebt: 
oder 

Dividirt man durch »/ 2 , so wird 

(1 + f + > + ( * - D Vs+P + ? f ) = 0 • 



Es war gefunden: 



Damit dies unendlich werde, ist zu setzen: 

so dass die beiden zusammengehörigen Werthe von x und y sind: 

f « .7 = cd. 

Dies in die Tangen tengleichung substituirt, giebt, da die y im 
Nenner enthaltenden Glieder gleich 0 werden: 

*i + f = 0 

als Gleichung der Asymptote. Die Fusspunktcurven der Parabel 
haben daher immer eine Asymptote, welche, wie aus der Glei- 
chung hervorgeht, der Ordinatenaxe parallel und um den halben 
Parameter vom Pol entfernt ist. 

Es sollen jetzt einzelne Curven betrachtet werden, welche 
man dadurch erhält, dass man den Coordinaten des Pols bestimmte 
Werthe beilegt. 

Setzt man in der ursprünglichen Gleichung der Fusspunkt- 
curve 0=0, « = ^ , so fällt der Pol mit dem Brennpunkte der 
Parabel zusammen und die Gleichung geht über in 
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oder 

tofti -2*U-|)»=0, 

welcher Gleichung genügt wird durch 1=0. In diesem Falle ist 
also die'Fusspunktcurve eine gerade Linie und zwar die Ordina- 
tenaxe seihst. Die Asymptote sollte der Ordinatenaxe parallel 
und um den halben Parameter vom Pol entfernt sein, fällt also 
hier ebenfalls mit der Ordinatenaxe zusammen. 

Setzt man « = 0, 0=0, so liegt der Pol im Scheitel der Pa- 
rabel und man erhält die Gleichung 

Die Asymptote, gegeben durch die Gleichung 

» 

ist in diesem Fall die Directrix der Parabel. Es werde unter- 
sucht, ob diese Curve einen Doppelpunkt oder Rückkehrpunkt 
habe. Schneidet eine Curve sich selbst, so dass ein Doppelpunkt 
entsteht, so muss es in diesem Punkte zwei Tangenten geben, 
und da die trigonometrische Tangente des von der Abscissenaxe 
und der geometrischen Tangente gebildeten Winkels durch den 

Differentialquotienten J r ausgedrückt wird, so muss dieser zwei 

verschiedene Wertbe haben. Es muss daher eine quadratische 
Gleichung gefunden werden, aus welcher sich jene beiden Werth« 
bestimmen lassen. Wenn die Curve gegeben ist durch die 
Gleichung 

/(*, y)=0, 

deren partielle Differentialquotienten und y för zwei zusam- 
mengehörige Werthe von x und y verschwindet», so nimmt der 
Differentialquotient ^ oder ; / die unbestimmte Form jj an, 

so dass es keinen bestimmten Werth der Tangeute zu geben 
scheint. Das vollständige Differential wird: 

~^x^dydx 

• 

Durch abermaliges Diffcrentiiren erhält man eine quadratische Glei- 
chung, aus der man zwei Werthe von ^ findet. Es wird nemlich: 
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oder da 



war : 



&r 4 &rt)y </jt 8y a 



Wenn aus dieser Gleichung sieh zwei reelle Werthe fiir jg erge- 
ben, so schneidet die Curve sich selbst in dem durch jene zu* 
sammengehörigen Coordinatenwerthe angedeuteten Punkte. Erge- 
ben sich zwei gleiche reelle Werthe, so fallen die beiden Tan- 
genten zusammen und die Curve hat einen Ruckkehrpunkt oder 
berührt sich selbst. 

Es war die Gleichung gefunden 
woraus durch Differentiiren gefunden wird: 

Diese partiellen Differentialquotienten verschwinden für die zusam- 
mengehörigen Werthe .t=Ö, y = 0. Die abermalige Differentia- 
tion giebt: 

welche partiellen Differentialquotienten für jene Coordinatenwerthe 
ubergehen in: 



?V_ 0 Üf-o SU* 



Die Gleichung 
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* 

ay ■ 8*/* dy <fif (dy\* 
wird also verwandelt in: 

woraus sich die beiden gteichen Werthe ergeben: 

Die Curve hat also entweder einen Ruckkehrpunkt, oder sie be- 
rührt sich selbst. 

Es ist der Krümmungshalbmesser zu betrachten, der bekannt- 
lich ist 

Kar 

» 

Wenn die Curve sich selbst berührt, so muss o für diesen 
Punkt einen endlichen Werth behalten und darf auch nicht gleich , 
Null werden. Denn wenn der Krümmungshalbmesser unendlich 

rss wird, so ist die Curve in jenem Punkte eine gerade Linie, 
b. sie hat einen Inflectinnspunkt; wird er dagegen gleich Null, 
so ist gar keine Krümmung vorhanden , d. h. die Curve hat einen 
Inflectioospunkt. 

Die Gleichung 



dar* 



wird erfüllt, wenn ^jgg unendlich wird, während ^ einen end- 
lichen Werth bewahrt. Durch Differentiation der Gleichung 

2y»* + Ii* 3 +?**=<> 

erhält man 

1) . v (2*+p)^+y* + 3*»:=0 
und durch abermalige Differentiation: 

2) Jf(2* +P) §k + C*r + P ) (g)* + %,% + 6x = 0. 
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Aus der Gleichung 1) wird gefunden: 

dy 

dx~ y(2x+p)' 

welches Differential (Vir jene Coordinatenwerthe x=0, w = 0 die 

0 

unbestimmte Form q annimmt. Aus der quadratischen Gleichung 

war bereits für dasselbe der bestimmte Werth ~^z=0 gefunden, 

und wenn man diesen in die Gleichung 2) substitüirt, so geht 
dieselbe über in 

4 

3) y(2a:+p)0 + &r=O. 

Lost man die Gleichung der Curve 

2y*a: + 2x 3 + py 2 =0 

nach y auf, so wird 

■ 

und dies in die Gleichung 3) substitüirt liefert: 

1 

arV— 5Lr(2ar+;>) £3+6* =0, 

woraus folgt: 

6 



Setzt man jetzt x~Q t so wird -rt unendlich, daher der Krüm- 
mungshalbmesser gleich Mull. 

Der Pol ist daher selbst ein Kü'ckkchrpunkt der Curve, und 
da ^ die trigonometrische Tangente des von der Abscissenaxe 

und der geometrischen Tangente gebildeten Winkels ist, so folgt, 
dass dieser Winkel gleich Null und die Abscissenaxe selbst nie 
geometrische Tangente ist. 

Es soll nun untersucht werden , unter welchen Bedingungen 
überhaupt die Fusspunktcurven der Parabel einen Doppelpunkt 
oder Rückkehrpunkt haben. Es sind daher die partiellen Difte- 
rentialquotienten zu bilden. Die allgemeine Gleichung war: 

Theil XX. 13 
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2y(y-0) <*-«) + ^-a)*=0 . 

Durch Differentüren erhält man aus derselben: 

|£ =2y(:r-«) + 2{y-0> (*-«) + 2p(yH3) ; 

welche partiellen Differentialquotienten för x=za und ver- 
schwinden. Durch abermaliges Differentüren gewinnt man : 

|X.=4a;+8(x— «), 

^ =4(^-«) + 2p; 
welche für jene Werthe übergehen in : 

a*»- 4 «' ea%-^* a^- 

so dass die Gleichung 

ix^ i ^y dx + if \dx) - u 

■ 

die Form annimmt: 

woraus gefunden wird: 

dx p 

Ob eine oder zwei oder gar keine reelle Tangente vorhanden 
ist, das hängt offenbar von der Wurzel V'ß 2 — Vpct ab. Ist die- 
selbe grosser als Null, so giebt es zwei reelle verschiedene Wer- 
the von und somit zwei verschiedene Tangenten, d. h. der 

Pol 

nur 

endlich 
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schneiden sich im Pol zwei imaginäre Tangenten, und derselbe 
ist ein isolirter Punkt. Liegt nun der Pol auf der Parabel , so 
ist alle Mal /3*-2;>«=0, und der Pol ist ein Röckkehrpunkt ; dage- 
gen \\ ird ß*—2p a positiv, wenn der Pol ausserhalb, negativ wenn 
^innerhalb der Parabel liegt, was sich folgendermassen bewei- 

Es liege der Pol ausserhalb der Parabel ; dann sind nur diejenigen 
falle zu betrachten, wo er auf der positiven Seite der Abscis- 
senaxe liegt, da für ein negatives a die Grosse ß 2 ~2pa alle Mal 
positiv wird. Man ziehe die Ordinate ß, welche die Parabel in 
irgend einem Punkte schneiden wird. Die Ordinate dieses Punk- 
tes sei wt und es sei ferner ß = m+r. Es wird die Gleichung 
entstehen m 2 — 2»«=0. Substitut man den für /3, gefundenen 
Werth, so wird 

/SV2/?ct= m 2 + 2my-f y 2 -2/>« = 2roy+y 2 , 

welcher Ausdruck immer positiv ist, da y uud m beide positiv 
sind. 

Es liege der Pol innerhalb der Parabel. Man ziehe wieder 
die Ordinate ß und verlängere sie über den Pol hinaus bis zum 
Durchschnitt mit der Parabel. Alsdann wird ß = m — y zu setzen 
sein, daher der Ausdruck 

/3 2 ~2/M*=m 2 +y 2 — 2my -2pa, 
und da auch hier 7/i 2 —2wa— 0 ist, so wird: 

ß' 1 ~2pa=zy 2 —2my. 

Es ist aber y ein Theil von wt, daher Smy^yy 2 , also wird ß 2 — 2m« 
eine negative Grosse, der Pol ist daher' ein Doppel -Kückkehr- 
oder isolirter Punkt für die Curve, jenachdem er ausserhalb, auf 
oder innerhalb der Parabel liegt. 

Es sollen nun einige dieser Curven quadrirt werden. Für den 
Fall, dass der Pol im Scheitel der Parabel liegt, ist die Gleichung 
der Fusspunktcurve: 



2y 2 *+ü.v 2 + 2j: 2 =0, 



woraus man erhalt: 



-2*3 



/> + 2*- 



Da die Ordinate nur dann einen reellen Worth hat, wenn die 
Abscisse negativ ist, so kann man — x statt x schreiben, worauf 
man erhalt: 

13* 
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Bezeichnet F die Fläche, welche von der Abscissenaxe , derCurve 
und den Ordinaten y x , y 2 eingeschlossen wird, so ist, weon x x% 
x % die zu jenen Ordinaten gehörigen Abscissen sind: 




In diesem Falle wird daher 

Den zu integrirenden Ausdruck kann man schreiben: 




so dass man durch Integration erhält: 

+ 1 2 p* \ arcain (rjr) " arcsin ("V~)J ' 

Um die zwischen der Abscissenaxe derCurve und der Asymptote 
liegende Fläche zu berechnen, setze man x l =:0 i :r 2 =^, worauf 
man gewinnt: 

F— 3^ p* \ arcsin(— 1)— arcsin(+ 1) J 
— 32 ' 

woraus sich die zwischen der Curve und der Asymptote liegende 
Fläche ergiebt: 
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Fflra-—£, 0=0 geht die Gleichang der Fusspunktcurve 
über In: 

woraus man gewinnt: 



Da auch hier die Ordinate nur dann einen reellen Werth bewahrt, 
wenn die Ahscis.se negativ ist, so schreibe man — x statt -fj:, 
so dass man erhält: 



• ■ 



woraus folgt: » 



. dx, 

V px - X* 

■ 

Dies Integral lässt sich zerlegen, so dass man erhalt: 

x*dx 



fydx _ lf v -^-f-^ 



Es ist aber 

f^J^dx = - V£^ + £ arcsio (-y 1 -)' 
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so dass man nach Substitution dieser Ausdrucke erhält: 

/fW-fVJÖ^ arcsin(^i)- 8 A^V?F-^ 

4 

I • \ . N • 



+ ^^arcsin(^i-) 



4 

s - g V] * ar) + ^ arc sin ) ' 

und wenn man zwischen den Grenzen Xi und x% integrirt: 
f** yilx = — \ V px x —xf Q A p + afc) + ^Vp^=I?^ + x a ) 

7 / * 4 a * 2— 4 \ 

+ 3 2 f» 2 (aresin — aresin —'); 

4 .4 

Da der Pol ausserhalb der Parabel liegt, so muss er, wie oben 
bewiesen wurde, ein Doppelpunkt der Curve sein. Der halbe 
Flächeninhalt des geschlossenen Theils der Curve wird mithin 

gewonnen, wenn man in obiger Formel setzt: ^=0, so 
dass man erhält: 

7 U 
F= 32 p*{ arcsin( — 1) — arcsin( -f 1) } + g 

mithin der gesammte Flächeninhalt: 
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Die Ellipse. 

Die Gleichung der Ellipse aus dem Scheitel der grossen 
ist: 

woraus man erhält: 

y= g 

Setzt man y = Jsin9>, so wird x=a+acoB(p t und wenn man diffe- 
rentiirt: 

_ . dy 6cosy 
dx — — asinqprtg) , dy = bcoacpdy , < ^=— aaiwp ' 

Die Gleichung der Tangente geht nach gehöriger Substitution 
über in: 

(!_ a _- fl co89)^^ + (i ? -6sio 9> )=0, 
die des Perpendikels in: 

oder wenn man beide mit asinqp multiplicirt : 

1) — b(ij— |3)cosg> + a(£— «)cos9> = 0, 

2) oiysinqp + od — a)cos9— a6=0. 

Multiplicirt man die Gleichung 2) mit £ — er, die Gleichung 1) 
mit fj und subtrahirt, ,so wird 

— bri(ri- ß)cosq>— &($— a) (S-fl)cosqp+a6(S— «) =0 

oder 

3) \y(y-ß) + Gr-«) (*-«) I costp— aß-a) =0. 

Multiplicirt man dagegen die Gleichung 1) mit £ — et, die Glei- 
chung 2) mit 13 — j3 und addirt, so ergiebt sich: 

<*($-«) (s-ajsinqp+a^-ftsinop - ab( V -ß) =0 
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oder 

4) I (£-«) + y(v-ß) ) «in? - Hr^ß) =0. 
Aus den Gleichungen 3) und 4) erhält ftiati: 

<i(£-a) 



Hy— ß) 

Mittelst der Gleichung cosg> 2 -f sin<p 2 = 1 gewinnt man: 



« 2 4 6*(>?-/?) 2 _ 



oder 

a* (!-«)* + 6*O?-0) a = l nto-ß) + <*-•) (£-«) I». 

Die Fusspuaktcurven der Ellipse werden daher durch eine Glei- 
chung vom vierten Grade, ausgedrückt. Diese sind sämmtlich ge- 
schlossene Curven, da für keinen reellen Werth von x die Ordi- 
nate y unendlich wird, oder umgekehrt, daher auch niemals 
Asymptoten vorkommen. 

Setzt man in der gefundenen Gleichung 

a = a — e, ß=0, 

d. h. liegt der Pol in dem Brennpunkte der Ellipse, so erhält man 
eine Gleichung zweiten Grades. Es wird nemlich : 

{ (!-«+*) ß-a)-Hfl«= a*(£-a+e)*+ &V- 

Verlegt man die Coordinatenaxen den früheren parallel in den 
Brennpunkt, so ist zu substituiren: 



worauf man erhält: 

\ x(x—e) + y* ! 2 = <Ar* + b*f • 
Löst mau die Klammern auf, so wird 

x*+e*xHyH^*-2ex*-2exy*-a*j:*--l,*y* = 0 , 

und wenn man für e a seinen Werth eh=za*— b 2 substituirt: 

x*(xHy*) + ^tf) - 2ex(xHy*) - 6 s (*H.y a ) =0 , 
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woraus folgt: 
oder 

(*-*)• +3r*ss«*. 

Man erhält also die Gleichung eines Kreises, dessen Centrura der 
Mittelpunkt der Ellipse, dessen Radius die halbe grosse Axe ist. 

Wird in der ursprünglichen Gleichung gesetzt a=0, (5=0, 
d. h. liegt der Pol im Scheitel der grossen Axe, so geht die 
Gleichung über in: . 

a*x* + b V = { y* + x{x - a) |« , 

welche eine den Epicycloiden ähnliche Curve darstellt. Fragt man 
nach dem Flächeninhalt derselben, so wird es bequem sein, Po- 
larcoordinaten einzuführen. Setzt man zu dem Ende 

x=pcos<p, y = psing>; 

wo p den vom Pol an irgend einen Punkt der Curve gezogenen 
Radius vector, <p dagegen den Winkel bezeichnet, den dieser mit 
der Abscissenaxe bildet, so geht dieGleichung über in: 

a 2 p 2 cos9 a -f o 2 pVinqp a = ( p a — apcos<p )* 

oder 

'o 2 sin <p 2 = p a — 2apcosg> . 

Der Flächeninhalt eines von den beiden Rad. vect. q x und p 2 be- 
grenzten Sectors wird bekanntlich ausgedrückt durch die Formel 

■ * ■ • 

Es muss daher p als Function von <p dargestellt werden. Durch Auf- 
lösen jener Gleichung ergiebt sich 

; ^«jbosp + V^ a^cosg^-fWinp* 

und 

™ * • * 

p* = '2a*cos<p* -f b 2 s\ n<p 2 + 4 2acos<p V o^os^+o^siiujp«, 
daher x ^ 
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^ = 2/ (2a a cosq) t +6 2 8inip a +2acos(pV^c a cos<p a +6Vm9 4 )<Z9 
oder 

F =2 / {2a 2 — (a a -fe a )siny 2 -f 2acos<pV^ a 2 — eViog^jrfqp, 
welcher Ausdruck in die einzelnen Integrale zerfallt: 

■ 1 

F= ^y^&Afy— ^y^ 1 (aMe^singAfy 
9» 9i 



Es ist aber 



+ « y ^cosqpV a a — e^ing) 2 ^ . 



y* 2a 2 rfg>=2a 2 g>, 

(« 2 +e a )sin9 2 fZ<p = — (a a +c 2 ) (|sin2gp — ^v)« 

Uro das dritte Integral zu finden, setze man sinqp=i, also cosydqp 
=zdz, so dass der Ausdruck übergeht in 

■/vf=*?& »der /y-^dz, 

woraus man die beiden Integrale gewinnt: 

a J V a»— e 2 2 2 ÖC «/ V" a 2 -e 2 x a * 

Es ist aber 

. P dl 2a» / e a z\ 

— 

und da cos(-4p)=cos<p ist: 

* P dz 2a 3 /e:\ 
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y » z*tk _ z\f a*-c*z* q* P zdz 
V^=7 a T^~ 3e 2 Wj^-fT* 

8ubstituirt man auf gehörige Weise, so wird 

p 2a» e 

a lcos<p\ a 2 — e 2 sing> 2 rf<p = — arccos( - sinqp) 

. — l a V a 2 — e 2 sin9> 2 (sing>+ ^) . 
Daher gewinnt man endlich: 

• • 

1 pfi a 2 + c 2 

2J e* d< P= fl2 (9>a— 9>i) + — g — (sin'i^-sin'i^) 

- |(a 2 + ^ 2 )(9a-9>i) 

— |aV o 2 -e 2 sTn"^^sin( 3 p 2 + — ^ 
+ 3«V" ^-cVm^^sin^ + l^^ 

-f — { arc cos ( j sin^ — arccos( j siny, ) } . 

Setzt man nun g>i=0, 9>. z =rc, so wird 

F=? y >7I p 2 rf 9 )=:a 2 «- J (a* + e 2 )* 

o 

= £*(3a 2 -e 2 ). 

Da dies die Hälfte des gesammten durch die Curve eingeschlos- 
senen Flachenraiimes ist, so wird dieser selbst: 

1 

2F=2*(3a 2 -e 2 ). 
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Es sei zu untersuchen , unter welchen Bedingungen die Fuss« 
iiunktcurven der Ellipse einen Doppel -Rückkehr- oder isolirten 
Punkt haben. Bildet man die partiellen Differentialquotienten aus 
der Gleichung 

{ (x-a) + gig-ß) }» - a\x-*p- 6 a (y-«»=0, 

so erhält man: 

jj£ = 2 { (x-a){x-a) | Vx-a-a)-2a*(x-a) , 



dx 



= 2 1 (*-a) f>-«) ft I flsf-fl - Ws-ß) • 



Diese partiellen Differentialquotienten verschwinden für x=a, 
y=ß; die abermalige partielle Differentiation liefert: 

■ 

^ = 2(2ar-a-«)(2y-0), 



\=l\{x-a){x-u)+y(y-$) } -f 2(2t,-/3)»-26«. 



Für 2= er, y=ß gehen diese Differentialquotienten über in: 
^=2««-4„ B , g r =9(«-«)ß, f£=S0P-*>. 



Setzt man diese Wertbe in die Gleichung 
so erhält man 

• . • * 

-^a« +a (*-.)^ + (H.-».)(4)*=o. " 

woraus man gewinnt: 

rfy VT'^f Q«««-2a6g«-(tt-fl)/3 
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Der Werth von ^ hangt offenbar von der Wurzel ab ; jenach- 
dem die Grosse 

a 2 0* + 6 2 « 2 -2a6 2 « 

ositiv, negativ, Null ist, giebt es zwei, keine, eine Tangente, 
ene Grosse wird aber offenbar Null, wenn der Pol auf der El- 
lipse liegt, sie wird positiv, wenn der Pol ausserhalb, negativ, 
wenn er innerhalb der Ellipse sich be6ndet. Dies lässt sich ähn- 
lich wie bei der Parabel beweisen. Der Pol liege ausserhalb der 
Ellipse. Man ziehe die Ordinate ß, welche grosser wird als die 
zu der Abscisse gehörige Ordinate der Ellipse m; es sei also 
ß=m + y. Ferner wird die Gleichung stattfinden: 

+ 6*« a -2aü*ß=0. 

• . «... 

Nachdem der Werth für ß substituirt ist, geht der Ausdruck 

a 2 0 2 + 6 2 « 2 — 1ab*u 

über in 

a 2 m 2 j-Sa^my-f-a^-f 6 2 a 2 — 2a& 2 « 

oder 

2« 2 /»y + ö 2 y 2 , 

ist mithin positiv. Schneidet die Ordinate ß die Ellipse gar nicht, 
so rouss « entweder negativ oder grösser als 2a sein. In beideu 
Fällen bleibt der Ausdruck positiv. 

Es liege der Pol innerhalb der Ellipse. Man ziehe wieder die 
Ordinate p und verlängere sie über den Pol hinaus bis zum Durch- 
schnitt mit der Ellipse. Dann wird zu setzen sein 

jS=rn-y, 

während 

« 2 m 2 -f ö 2 o 2 — 26 2 aa = 0 . 

Substituirt man den Werth für ß t so wird der fragliche Ausdruck 
übergehen, in: 

a 2 (m 2 -2my+y 2 ) + 6 2 a 2 — 26 2 a«, 
der sich mit Berücksichtigung obiger Gleichung verwandelt in 

% 

und, da y ein Theil von m ist, immer negativ bleibt. 

Je nachdem daher der Pol ausserhalb, auf oder innerhalb der 
Ellipse liegt, ist er für die Fusspunktcurve ein Doppel -Rück- 
kehr- oder isolirter Punkt. 
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Det Kreis. 

Setzt man in der für die Fusspunktcurven der Ellipse gefun- 
denen Gleichung a=6 = r, so erhält man die Gleichung für die 
Fusspunktcurven des Kreises: 

r 2 { (*-a) 2 + <y-fli | = | (*-r) (*-a) + jiS-ß) ) 2 . 

Setzt man hier c=r, 0 = 0, d. h. fällt der Pol in den Mittelpunkt 
des Kreises, so wird 

woraus man 

r 2 = (*-!•)* + . y 2 , 

die Gleichung des Kreises selbst, erhält. Setzt man a = ß — i), 
d. h. liegt der Pol auf der Peripherie des Kreises, so wird die 
Gleichung der Fusspunktcurve: 

welches die Gleichung der einfachsten Epicycloide, der Cardi- 
oide ist. 

• • • • 

Um den Flächeninhalt dieser Curve zu bestimmen, ist es be- 
quem, Polarcoordinaten einzuführen. Setzt man y = £sin<p, 
ar = ocos«p, so geht die Gleichung über in: 

r 2 e 2 = ( o 2 —rocosg?) 2 

oder 

rVmgp 2 = p 2 — 2rpcos<p , 

woraus sich ergiebt: 

o =rcos<p -f \^ r 2 sing> 2 + r 2 cos<p 2 
=r + rcos<p; 

mithin 

p 2 = r a +2r 2 cosqp -f- r 2 cosg> 2 

4 

Die Fläche wird daher ausgedrückt durch 
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F = ^ j* * Q*d<p = \ r*d<p + ™*<pd*P 



1 Pf* 



und wenn man die Integrationen ausfuhrt: 

Fr =\ ra (9>* — <Pi) + r*(sing> 2 — sin^ ) 

Setzt man q>i=0, (p^ — n, so erhält man den halben Flächen- 
inhalt der Curve ausgedrückt durch: 

mithin den gesammten Flächeninhalt: 

4 

* 

t 

m 

Dasselbe gewinnt man aus der Formel jener oben betrachteten 
Fusspunktcurve der Ellipse, wenn man in derselben e=Q setzt. 



Da man den Kreis ansehen kann als eine Ellipse mit der 
Excentricität 0, so gelten hier die für die Fussnunktcurven der 
Ellipse gefundenen Sätze: die Fussptinktcurven des Kreises sind 
geschlossene Curven , haben mithin niemals Asymptoten , der Pol 
ist entweder ein Doppel-Rückkehr- oder isolirter Punkt, jenach- 
dem er ausserhalb, auf oder innerhalb der Peripherie des Krei- 
ses liegt. . 
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Hyperbel. 

Da man die Gleichung der Hyperbel aus der Ellipsengleichung 
erhält, wenn man statt //- setzt — //-. und — a statt a t so ge- 
winnt man durch dieselbe Substitution die Gleichung für die Fuss- 
punktcurven der Hyperbel aus der Gleichung för die Fusspunkt- 
curven der Ellipse. Dieselbe wird : 

a*G-a)*-b*in-ß)*=\ (6+a) ({-«) -f ffa-ß) | * 

Setzt man ß = 0, az=n — e, d. h. verlegt man den Pol in den 
Brennpunkt, so geht die Gleichung über in: 

«* «-«+«)»- 6 V =K£+«) + V 2 1 1 • 

Verlegt man die Coordinatenaxen in den Brennpunkt, so wird zu 
setzen sein: 

|— .r-f«— e, yj=y; 

und man erhalt: 

und nach Auflosung der Klammern: 

:r 4 +2*r s + e*x*+y* + 2x*g*+2exif-~ «*x*+l>*9* =0. 
Substituirt man e 2 =a a +^ 2 » so wird 

oder ; 

(xHy*) (x*+f +2e* 4- P) = 0 , 
woraus man gewinnt 

und endlich 

die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt 
der Hyperbel, dessen Radius die halbe grosse Axe ist. 

Setzt man 0=0, a=—a, d. h. liegt der Pol im Mittelpunkt 
der Hyperbel, so erhält man die Gleichung 

«*(Ha) a -6V-{(H«) 2 + ^l a , 



/ 
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und wenn man die Coordinatenaxen in den Mittelpunkt verlegt, 
«o das« zu setzen ist 

t,—x-a, rj=y; 

so erhalt man 

«Ar 2 — 6V= + 

Für die gleichseitige Hyperbel, für welche a=b ist, geht diese 
Gleichung über in 

die Gleichung einer Lemniscate. 

Da die allgemeine Gleichung aus der Gleichung für die Fuss- 
punktcurve der Ellipse gewonnen war, so gelten auch hier die 
über die Fusspunktcurven der Ellipse gefundenen Sätze. 



Nachschrift des Herausgebers. 

Der Herr Verfasser des obigen Aufsatzes schreibt mir, 
dass sich ein Aufsatz über denselben Gegenstand von Herrn 
Wolf in Bern im 20sten Bande des Crelie'schen Journals be- 
finde, und dass die von ihm gefundenen Resultate von denen des 
Herrn Wolf nicht verschieden seien, ja dass selbst der von Herrn 
Wolf eingeschlagene Weg der kürzere sei. Wenn dies nun aber 
auch der Fall ist, so scheint mir doch, dass der obige Aufsatz, 
abgesehen von dem unbestreitbaren Verdienst des Aufsatzes des 
Herrn Wolf, ein selbstständiges Verdienst besitze, und Anfän- 
gern eine gute Uebung in der Anwendung der allgemeinen For- 
meln der analytischen Geometrie darbieten könne. Daher habe ich 
von dem von dem Herrn Verfasser mir eingeräumten Rechte, nach 
Gutdünken über seinen Aufsatz verfügen zu können, Gebrauch 
gemacht, und denselben in dem Archive abdrucken lassen. 
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X 



Drei geometrische Theoreme. 



Von 



Herrn Doctor Beer 



zu Bonn. 



Bei einer dioptrischen Berechnung bin ich zu drei interessan- 
ten geometrischen Sätzen gelangt, welche ich mir in der Unter- 
stellung, dass sie neu sind, hier mitzutheilen erlaube, wenngleich 
ihre Ableitung sehr einfach ist. 



T heorim. Legt man an eine Curve des zweiten 
Grades und eine Fläche des zweiten Grades, die con- 
centrisch sind, Tangentialebenen, so liegen die Be- 
rührungspunkte auf einem den beiden Ocrtern con- 
centrischen Kegel des Zweiten Grades. 



eines centrischen Kegelschnittes: 

C=ax 2 + /5^ 2 — 1=0, 

und die Gleichung einer mit ihm concentrischen Fläche des zwei- 
ten Grades: 



1. 



Beweis. 
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In dem Punkte (x\ y' y i*) lege man an letztere eine Tangential- 
ebene; ihre Gleichung wird: 

dF . dF dF dF , dF 4 dF , n 

te x *diy+d? x -d* x ~w y ~^" :=0 - 

Und sie schneidet die Ebene des Kegelschnitte« C in der (Je* 
raden : 

dF dF 

G =d**+w y -~ 0 ' 

wofür wir setzen wollen: 

px 4 qy — 2=0. 
Für die Coordinaten der Durchschnitte von G und C hat man: 

x*(a<jHßp*) - Wp)x + (4/3— f/ 2 )=0, 
wofär wir setzen: 

Sollen nun G und C sich berühren, so müssen die Wurzeln der 
letztgefundenen Gleichung einander gleich werden, d. b. es muss 
sein: 

B*—4AC=Ü, 

I 

oder : 

«7 2 + fy* 2 — 4aß = 0, 

oder: 

«(6^ + dar' + /V)* + + dy' + er')*- a/S=ü. 
oder endlich: 

0 « 

Diese Gleichung stellt eine den Oertern C und F concentrische 
Fläche des zweiten Grades dar, die durch jene Oerter vollstän- 
dig bestimmt wird. Ihr Durchschnitt mit F ist der Ort aller Be- 
rührungspunkte der an C und / gelegten Tangentialebenen. Und 
diese Punkte liegen hiernach auch auf dem mit C und F concen- 
frischen Conus zweiten Grades, der folgende Gleichung hat: 

F-FssO. 

Hierin liegt aber der Beweis unseres Satzes. 

14* 
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2. 



Theorem. Beschreibt man um die Tangenten eines 
centrischen Kegelschnittes als Axen Rotat ionscy lin - 
dcr von demselben Radius und legt durch den Mittel- 
punkt des Kegelschnittes an die Cylinder Tangen- 
tialebenen, so umhüllen diese einen Kegel des zwei- 
ten Grades, so wie auch die im Mittelpunkte auf die 
Tangentialebenen errichteten Normalen einen Kegel- 
mantel, den Supplements-kegel des erst erwähnten, 
bilden. 

Beweis. Die Gleichung des centrischen Kegelschnittes sei: 

(tx* -f ßy 2 = 1 . 

In dem Punkte (x? t tf, 0) lege man eine Tangente an ihn; sie 
hat die Gleichung: 

axx' + ßyy'=z 1 . 

Bedeutet nun e den Winkel zwischen der Abscissenaxe und dem 
aus dem Centrum auf die Tangente herabgelassenen Perpendikel, 
sowie n die Länge des letzteren, so hat man: 

cosd , sino 

Folglich ist auch: 



cosc a sine 2 



ß 



Um unsere Tangente werde nun ein Rotationscylinder gelegt, für 
dessen Radius wir der Einfachheit wegen die Längeneinheit neh- 
men wollen. Die an diesen Cylinder "durch den Mittelpunkt der 
Curve gelegte Beriihrungs- Ebene schliesae mit der xy- Ebene 
den Winkel i ein; denselben Winkel bildet dann auch das im 
Centrum auf sie errichtete Perpendikel. Ein Punkt dieses Per- 
pendikels habe die Coordinaten x Xs y lf z x und seine Entfernung 
vom Centrum sei r; dann ist: 

x x =rsinicosr , Vi = ~ rsimcost? , z, = rcosi . 
Nun ist aber: 

fisini==l, 

wir haben al*o auch: 



% 
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Hieraus uod aus der oben ßr t, », o und ß gefundenen Relation 
leitet man ab: 

Durch den Punkt (.r, , ?/, , z t ) legen wir eine Ebene £ mit der 
.ry- Ebene parallel; ihr Abstand von der letzteren sei d; so ist: 



r a =<i 2 + jri 2 + y 1 a . 



Sonach ist: 



» 

Diese Gleichung gilt für die in der Ebene E gelegenen Punkte 
aller Normalen der erwähnten Tangentialebenen. Jene Normalen 
bilden also einen Conus des zweiten Grades; seine Hauptaxe 
steht auf dem Kegelschnitte senkrecht . seine Nebenaxen fallen 
mit den Axen des Kegelschnittes zusammen. Weitere Conse- 
quenzen liegen nahe. 



3. 



Theorem. Legt man in den Punkten der Durch- 
schnittslinie zweier Flächeu des zweiten Grades mit 
demselben Mittelpunkte an die eine und andere von 
ihnen Tangentialebenen, so bilden die vom gemein- 
samen Mittelpunkte auf diese Ebenen herabgelasse- 
nen Perpendikel zwei Kegel des zweiten Grades. 

Beweis. Die Gleichungen der Flächen seien: 

F l = 0 und F 2 =0. 

Für einen Punkt u\ y', ~) der Durchschnittslinie bat man also: 

F t '— F t '==£'=0, 

und A'' ist eine homogene Function vom zweiten Grade, wenn 
wiederum unterstellt wird, dass das Centrum der betrachteten 
Oerter der Anfangspunkt der Coordinaten sei. Lassen wir von 
dem letzteren ein Perpendikel auf die Ebene herab , welche eine 
der Flächen, z. B. F,, in dem Punkte {x' t y' t 1') berührt, so hat 
für die Gleichungen dieses Perpendikels: 



• ♦ 
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dPt' 



Die hier rechts stehenden Ausdrucke sind gleichnamige Quotien- 
ten aus homogenen linearen Functionen von x', y 1 und z'. Ent- 
wickeln wir daher aus den letzten Gleichungen die Verhältnisse 

x' z 7 

~, und ^7 , so finden wir dafür gleichnamige Quotienten aus ho- 
mogenen linearen Functionen von x, y und z. Ihre »Substitution 
in die Gleichung A' U liefert folglich eine homogene Gleichung 
des zweiten Grades mit den Variahein x, y und z, woraus dann 
folgt, dass die Perpendikel der an die Flüche / ] gelegten Beruh- 
rungsebenen einen Kegel des zweiten Grades bilden. Gleiches 
gilt von Fm und überhaupt für alle Flächen des zweiten Grades, 
die durch die Durchschnittslinie von F t und F 2 gehen, und deren 
allgemeine Gleichung F t + pF 2 ~0 ist. 

Aus den mitgetheilten drei Problemen leitet sich der folgende 
bemerkenswerthe dioptrische Lehrsatz ab: 

Beschreibt ein Lichtstrahl, der auf eine optisch 
einaxige, doppeltbrechende Krystallplatte trifft, um 
das Einfallsloth als Axe einen Kegel des zweiten 
Grades, so beschreiben der ordentlich und ausser- 
ordentlich gebrochene Strahl, sowie die Normalen 
der ordentlich und ausserordentlich gebrochenen 
Wellen, ebenfalls einen Kegel des zweiten Grades. 



Digitized by Google 



207 



Heber die Quadratur elliptischer 

Seetoren. 

Fortsetzung der Abhandlung Theil XVII. Nr. XI. 

Von 

dem Herausgeber. 



Ausser den in der oben genannten Abhandlung von mir ent- 
wickelten Ausdrücken für den Flächeninhalt elliptischer Sectoren 
giebt es noch einen anderen sehr bemerkenswcrthen Ausdruck 
für den Flächeninhalt eines solchen Sectors, der von Lambert 
gefunden worden ist, und in naher Beziehung steht zu dem in 
dem Aufsatze Tkeil XVI. Nr. XXXIX. entwickelten merkwürdi- 

Sen Ausdrucke für den Flächeninhalt eines parabolischen Sectors. 
iei Lambert erscheint der in Rede stehende Ausdruck für den 
Flächeninhalt eines elliptischen Sectors «als ein Ausdruck für die 
Zeit bei der Bewegung der Planeten um die Sonne, weshalb die- 
ser Ausdruck bis jetzt auch eigentlich nur in der Astronomie be- 
kannt ist, ohne in die Geometrie, wohin er doch eigentlich ge- 
hurt, Eingang gefunden zu haben. Ich will daher in diesem Auf- 
satze versuchen, den Lambert'schen Ausdruck für den Flächen- 
inhalt eines elliptischen Sectors bloss in geometrischem Sinne 
aufzufassen, und in diesem Sinne einen Beweis für denselben zu 
geben, wobei ich mich an die in dem Aufsatze Thl. XVII. Nr. XI. 
entwickelten Ausdrücke anschliessen werde. Vielleicht wird da- 
durch bewirkt, dass der in Rede stehende Ausdruck, wie er so 
sehr verdient, mehr Eingang in die Geometrie findet, als dies 
bis jetzt der Fall zu sein scheint. 
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In Taf. II. Fig. III*, sei über der Hauptaxe AB eine Ellipse 



lieh, durch a und 6 bezeichnen «vollen. Der Mittelpunkt dieser 
Ellipse sei C, und F sei ihr einer Brennpunkt. F und C wollen 
wir als die Anfangspunkte zweier rechtwinkliger Coordinaten- 
Systeme der xy uud x x y x annehmen; die positiven Theile der 
Axen der x und x% seien respective FA und CA ; die positiven 
Theile der Axen der « und y* sollen von AB an nach oben hin 



einen Kreis beschriehen, und wollen nun in der Ellipse und in 
diesem Kreise zwei Punkte wie P und P x in der Figur annehmen, 
so nämlich, dass diese Punkte auf derselben Seite von AB lie- 
gen, und die durch sie bestimmte gerade Linie auf AB senkrecht 
steht, so dass ihnen also in den beiden obigen Coordinatensyste- 
nien dieselben Abscissen entsprechen. Die Coordinaten des Punk- 
tes P in dem Coordinatensysteme mit dem Anfangspunkte F be- 
zeichnen wir durch x, y; die Coordinaten des Punktes P x in 
dem 'Coordinatensysteme mit dem Anfangspunkte C mögen durch 
x x , y x bezeichnet werden. Ziehen wir nun noch die Linien FP 
==r und CP x =za, so soll der von der Linie FP mit dem positi- 
ven Theile der Axe der x eingeschlossene Winkel, indem man 
diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der x an durch 
den rechten Winkel (xy) hindurch von 0 bis 360° zählt, durch <p 
. bezeichnet werden ; und eben so wollen wir den von der Linie 
CP X mit dem positiven Theile der Axe der x x eingeschlossenen 
AVinkel, indem man diesen Winkel von dem positiven Theile der 
Axe der x x an durch den rechten Winkel {x x y{) hindurch von 0 
bis 3G0° zählt, durch a> bezeichnen. 

Setzen wir nun wie gewöhnlich 



und bezeichnen den Flächeninhalt des seine Spitze in F haben- 
den, dem Winkel <p entsprechenden elliptischen Sectors durch S; 
so ist, wie wir in der Abhandlung Theii XVII. Nr. XI. gefunden 
haben: 



beschrieben, deren 





Durchmesser denken wir uns 



1) Ä = 1- ab > Arccos- — * — — 
'2 e a 




mit den folgenden Bestimmungen: 
Wenn die Grosse 



n — 



T 



e 



positiv ist, so' muss man 



a — r 1 

0< Arccos — - < a Jt 



oder < Arccos 



a — r 



<2« 
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nehmen, jenachdem 

0<g><180° oder 180°<<p<360o 
ist; wenn dagegen die Grösse 



a — r 
e 



negativ ist , so muss man 



y n < Arccos ^— < n oder n < Arccos <-| n 

nehmen, jenachdem 

<Ka><180 ü oder 180° < <p < 360<> 

Ut 

Offenbar ist in völliger Allgemeinheit 

x=rc9Btp, # = rsmg>; ar^acosco, y l =zas\nca; 

und nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten und 
einem bekannten Satze von der Ellipse ist.: 

x x = e+x, yi=£y. 

Also ist 

2) acos»=e-f-rcos<p, usioco — ^ sina>; 

woraus umgekehrt 

„ acoH©— e . b . 

6) cos<p= , sin<p=—sina> 

* r 

folgt. Quadrirt man diese Gleichungen, und addirt sie dann zu 
einander, so erhält man die Gleichung 

(acosw— e)* + oVincö 2 =r* 

oder 

(a*— 6*)cosa) a - 2«*cosa> = r Ä — (6 2 +c a ) , 

d. i. 

e*cosu> 2 — 2a ccosto = r* - a 2 . 
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Lost man nun diese quadratische Gleichung in Bezug auf 
als unbekannte Grösse auf, so ergiebt sich 

eco»to=a±r oder cosa>— — — $ 

wo aber das obere Zeichen offenbar unzulässig ist, weil immer 
«>*, also um so mehr a-f r>e, folglich 

'-?>' 

ist. Daher ist in völliger Allgemeinheit: 

4) 



Bezeichnen wir von jetzt an durch w den Kreisbogen in einem 
mit der Einheit als Halbmesser beschriebenen Kreise, welcher 
den bisher durch o> bezeichneten Winkel misst, und überlegen, 
dass offenbar immer gleichzeitig 

0<9<180°, 0<ö><» 

und 

180°<<p<360<>, jt<o)<2w 

ist, so wird leicht aus dem Vorhergehenden erhellen, dass man 
in der Formel 1) in völliger Allgemeinheit 

Arccos- — - ss (o 

c 

zu setzen hat, und daher aus 1) die folgende völlig allgemein 
gültige Formel erhalt: 

1 c 

5) S — iy ab (u> — sinw). 

Ist jetzt r, ein anderer Radius Vector der Ellipse, welchem 
an dem Mittelpunkte C der durch den Bogen co, gemessene Win- 
kel entspricht, und bezeichnen wir den diesem Radius Vector 
entsprechenden, wie vorher genommenen elliptischen Sector durch 
St, so ist auf ganz ahnliche Art wie vorher: 

Bezeichnen wir aber den dem Radius Vector r>j am Brenn- 
punkte F entsprechenden Winkel durch (p t , und unter der Vor- 
aussetzung, dass tpi*><p ist. den dem Winkel tp x — <p am Brenn- 



Digitized by Google 



211 

punkte F entsprechenden elliptischen Sector, welcher von den 
Vectoren r und r x und dem, dem Winkel g? t — q> am Brennpunkte 
entsprechenden elliptischen Bogen begränzt wird, durch S; so 
ist offenbar $= S t — S , also nach 5) und ö) : 

1 ' e 
7) 5 = 4 y«6 { ra, — w— -(sin»! — sinw)}. 

Die Sehne der Ellipse, welche die Endpunkte der Vectoren 
r und r, mit einander verbindet, sei s; so erbellet leicht, dass in 
völliger Allgemeinheit 

8) i^rS + iy 8 — 21^^06(9!— <p), 
also, wie man leicht findet: 

9) (r+r 1 )»~j»=4rr I co8 -(v,-^)* 

ist. 

Nach 2) ist : 

rcosg? ss acosco — e, rsing? = 6sina>; 
rjCos<p, = acosa>, — e, r,singD, =6sino) 1 ; 

also 

rr, cos(<p — g> l )=(acoaa—e)(uco8a l —e) + bb inwsinw, . 
Nach 4) ist 

r=a — ecosco , r, =a— t , cosco l ; 

also 

rr, = (a — pcosoj) (a — ecoswg ) . 

Folglich ist 

2rr, cos | - a>)* = { 1 + cos(<p, - 9) I 
= (a — ecosai)(a — rcosctti) 

* 

-f (acosw — e) (acose>! — e) -f Msincosina), 
= aa + eecoswcos«, — ae(coso)-f-coscoi) 

-f- aacosacosW} -f etf — ae(oosa>-f cosm,) 

+ aasin wsinw, — eisin CDsinaj 
= aa 1 1 j cos(W| — o>) \ + ee { 1 -|-cos(a>i + a>) I — 2«e(cos« + cosw, ) 
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Ina cos J (ö), — o))* + ee cos \ {(o x -f w)* 
— 2oe cos (»i — ») cos i («! + a>) 
also 

rrcos^Opi — 9>) a = {crcos 4 j (o»! — a>) - ecos ^ (wi+a) }*. 

Folglich ist nach 9): 

(r +ri) 1 — 4 { acos $ (a»!— a>) — ecos |- (a>i + oi) | * ; 

und wenn wir nun der Kürze wegen 

10) r + r,+*=2/>, r + n-* = 2 9 
setzen, so ist: 

11) ^={acos^-((ö l — «) — ecos.jf w,-f a>)}*. 

Ferner ist nach 10) 

also, weil nach 4) 

r=a — ecos oj, ^ = 0 — ecosw, 

ist: 

fl-f^=2a — e(coso + c08tö i) 

oder 

p-f y:=2a — 2ecos^(a> 1 - o>) cos^Ccoi + a)), 
und folglich 

4a a — 2a(/> f 7) = 4oecos | (w, — <o)cos ^ (», + a>) . 

Addirt man nun diese Gleichung zu der Gleichung II). 1 
hält man 
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» 



d. i. 



12) (2a— p)(-2a— 9)={acos k j (%— a>) + <?cos| (ah+o) }*. 

Daher haben wir jetzt nach 11) und 12) die beiden folgenden 
Gleichungen : 



13) 



pq = \ acos ^ (a>! — to) - «cos ^ (o>, + a>) J * , 
f (2a—^)(2a—o) ={0008^(0)!— a>) +6008^(^+0))}«: 



oder eleganter: 

« 

(l+ = | cosl K- <.)+ 1 co« 1 K + „) |* . 



H) 



Multiplicircn wir diese beiden Gleichungen mit einander, 80 erhal- 
ten wir die Gleichung: 

1 e 2 1 

Aus dieser Gleichung erhellet, dass das Product 

stets eine positive Gruse, und daher immer zugleich 

» 
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jaacos \ («| — w)* + eecos 5- (o»i -f g>) 1 
— 2ae cos^ (coj — a>) cos i (<»i + 0») 



also 

1 

rrcos ^- — g>) a = { acos fc j — m) — ecoa ^ (0^ +a>) ) 1 . 

Folglich ist nach 9): 

(r+r t ) s — **= 4 { acos ^ (<»!— a>) — ccos ^- (an + w) } • ; 

und wenn wir nun der Kürze wegen 

10) r + r,+i = 2/>, r + r l -* = 2a 
setzen, so ist: 

11) p7={acosi ((»!— a>) — ecos .jf o>,+oj) . 

Ferner ist nach 10) 

also, weil nach 4) 

t 

r=a — ecosw, r v z=a — ecoa<o t 

ist: 

^ -|- fy = 2a — e( cos o) + cos »! ) 

oder 

p-f a = 2a — 2ecos ^ («1 - a>) cosji.^ I w ), 



und folglich 



4a a — 2a(;jf a) = 4a ecos ^ (w, — w)cos| (a>i + 05). 



Addirt man nun diese Gleichung zu der Gleichung 11), so 
hält man 



Digitized by Google 



213 

4a 1 — 2a(p+q) +pq 
= {acos^oi,— w) + «cos^-(a> l +a))} t , 



d. L 



12) (2a— p){2a— a)={acos^ (o>,— a) +ec*»£ (o>i+a)) I*. 

Daher haben wir jetzt nach 11) und 12) die beiden folgenden 
Gleichungen : 

Ipg ={ acos ^ (a)!— a>) - ecos i +co) } 2 , 
1 1 
(2a— p)(2a— q) rrrtacos^- <ö) + ecos^" ('^i+o>)} a ; 

oder eleganter: 

0+ a -?0( I+ t 2 ) = 1 co 4 <«*—>+ ^ cos I + »> i 2 • 

Multipliciren wir diese beiden Gleichungen mit einander, so erhal- 
ten wir die Gleichung: 

1 e 2 1 

= {€08^(0)!— OJ^-^COS.jK + (*)*}». 

Aus dieser Gleichung erhellet, das* das Product 
stets eine positive GrOse, und daher immer zugleich 

i 
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oder 

ist. Wfire aber 



so wäre entweder — > 1 oder ~- a > 1. Im ersten Falle wäre 

was ungereimt ist, weil nach dem Obigen 2^:=r-fr 1 — *, und immer 
r + rj>* ist. Im zweiten Falle wäre 

7— a>a, r/>2« 

was wieder ungereimt ist, weil immar r<2« , ri<2«, alsor-f-r^ <4a, 
folglich um so mehr r-f r^— s<4a, also 2y <4a, d. i. 9<2a ist. 
Daher kann nicht 



("-?)•>■• (*-?)'>■ 

sein, und es ist also nach dem Obigen immer 
d. h. die absoluten Werthe der Brüche 



— - und 
a 

sind immer kleiner als die Einheit. 



a-j. 



Weil nach der Voraussetzung g>i><p ist, so ist, wie aus einer 
einfachen Betrachtung der Figur auf der Stelle erhellet, auch 
immer g> 1 >cö, und die Differenz — a>, so wie naturlich auch 
die Summe o^-f-co, ist daher immer eine positive Grösse. 



Weil ferner 
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cos 2 (W| — CD) 2 — COS t j ((ö| + ö>) 2 

1 J 1 1 

= |cos 2 («i - <ö)-cos g (<»i + «>) I { cos ^ - w) + cos ^ (o) t + o)) } 

o • 1 1 o 1 1 . 

= 'Jsin ^ eosin 2 ah/icos^ a>cos = smwsuio), 



ist, so ist die Differenz 

COS ^- (ü)| — (o) 2 — cos ^ ( »i + a>)* 

positiv oder negativ, also 

II 11 

cos 2 («i— w) a > cos^ (<o, + o>) 2 oder cos g (e^ — a>)*<cos ^(aj! + ©)* , 

Jen ach dem sinw und sinw, gleiche oder ungleiche Vorzeichen ha- 
uen , d. h. j nachdem die beiden Vectoren r und t»i auf einer und 
derselben oder auf verschiedenen Seiten der Hauptaxe der Ellipse 
liegen. 

■ 

Nehmen wir also jetzt an, dass die beiden Vectoren r und 
j*i auf derselben Seite der Hauptaxe der Ellipse liegen, so ist 
den absoluten Wcrthen nach 

cos i (»i— (ö)>cos <y ((ö! + a) . 

Zugleich erhellet aber sehr leicht, dass in diesem Falle immer 

1 1 

(o 1 -cö<«, 2 (wi— °>)<2 n 

also cos (ca x — w) positiv ist Weil nun c>e ist, so ist den 
absoluten Wcrthen nach auch 

acosi(o 1 -a>)>ecos|- + m) 



cos 2 (cö! — ») > - cos 2 (o>i + w) 
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und die erste dieser beiden Grössen ist positiv. Also sind offen- 
bar die Grossen 

COs|(0),-fi))-^CO8^ («i +«), 

1 e 1 

cos 2 (wj— »)+ - cos ^ (»i + cd) 

beide positiv, und nach 14) ist folglich: 



woraus sich 



| cosi(oi -f G>) 



ergiebt. 

Weil bekanntlich 

2 coß(co, — co) = 4cos ? (toj — tof — 2 

ist, so erhält man aus der ersten der beiden vorstehenden Glei- 
chungen : 
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woraus sich leicht 



crgiebt. 

Weil nach dem Obigen die absoluten Werthe der Bruche 

a- 



und 

a a 



kleiner als die Einheit sind, so ist es verstattet 
16) cosu = , cos© = 



a 



zu setzen, und zugleich ist es immer möglich, u und v so zu 
nehmen, dass 

0<t<<», 0<»<» 

* 

ist. Dann ist 



17) si„ U =V" i-(^) 2 . -=V 

also nach dem Obigen 

cosC«!— <ö)=coskcosü + sinusinv, 

d. i. 

18) cos((0| —(o) = co8(a— v) . 

Nach 10) ist 

r + r!+«=2p, r + n— s=2q; 
also p > q , folglich 



a-p 0=3 
a n 

d. i. cosm < cost? ; und weil nun 

0<tt<*, 0<t?<re 

ist, so ist u>£, also u — c, eben so wie w, — ra, positiv. Des- 
halb ergebt sich aus der Gleichung 18), weil — co und u — v 
auch beide zwischen 0 und n liegen: 

Theil XX. 15 



» 
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0), — a=u — r> . 

Weil 

sine»! — sino = 2sin ^ (co t — a>) cos ^ (a>i + w) 

ist, so ist 

e l e l 

- (sino>i— 6ino)) = sing (o>i — «) • 2 -cos^ (t«>i+ CÖ )» 

also nach dem Vorhergehenden: 

e 1 e 1 

- (sino>i —sin«) = ein ^ (u — v). 2 j cos ^ (<», + w) . 

Nun ist aber 
also 

sini(u— r) 

und nach dem Obigen ist: 
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Multiplicirt man nun , so erhält mai 



.j (" — «) . 2 e - cos i (»! + w) 



also: 



1 e 1 

sin -r (,« — t).2-co82 (ö>!+fl))=sinu— sine 



und folglich nach dem Obigen: 

^ (sinoi — sin») = siiw— sino . 
Weil nun auch coj— a = u— r war, so ist nach 7): 

19) 5 = i a& { u-v - (sinu - sinr) i . 

Will man den Inhalt E der ganzen Ellipse haben, so muss 
man in dieser Formel 

r + r 1 =2a, $=2a 
setzen, was p=2a y q = 0 giebt; ( also ist 

folglich 



= cosü = -~f= + l; 

a o 



u = n, c— 0 ; 

19): 



also 
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20) E=abn t 

wie bekannt. 

Nach 19) und 20) ist 

5 : E = u v — (sinn — sinr) : 2« . 

i 

Weil nun u und v mittelst der Fortnein 10) und 16) bloss aus a, 
r-f-r,, .v berechnet werden können , ohne b oder e zu kennen, so 
kann man auch das Verhältniss $:E bloss aus der halben Haupt« 
axe a, der Summe T + r v der beiden Vectoren r und r lt und der 
Sehne s berechnen , ohne dass man die halbe Nebenaxe 6 oder 
die Excentricität e zu kennen braucht. 

Wenn die beiden Vectoren r und r t auf verschiedenen Sei- 
ten der Hauptaxe der Ellipse liegen , so ist den absoluten Wer* 
then nach 

cos j (o>i -cd) < cos 2 (o»! + cd) . 

Weil in diesem Falle 

0<co<7c, 7r<o>i<2a 

ist, so ist 

11 3 

also CO82 (o>i. + «>) stets negativ. 

Wir wollen nun zuerst annehmen, dass 



ö<ci>i — 0<.j (a>i — w) < -j ?r; 

also cos^- ((»!-— cö) positiv sei. 

Ist dann den absoluten Berthen nach 



acos ^ (co, — co) > ccos-j- (öh -f co) 

oder 



cos g ('«»l — w) > ~ cos t j («1 + ») » 
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so bleibt offenbar Alles wie in dem vorher betrachteten Falle, 
wenn die beiden Vectoren auf derselben Seite der Hauptaxe der 
Ellipse liegen, und eine neue Entwicklung der betreffenden For- 
meln ist daher nicht notbig. 

Wenn aber den absoluten Werthen nach 

aco8 a (Wj — cd) < «cos J + co) 

oder 

COS^CÖi— CO) < ^C08^(CO! + co) 

ist; so ist von den beiden Grossen 

COS^COi— co) — ^ COS ^ (CO! + co), 

l e l 

Costco! — co) +-cos t 2(wi + «) 

die erste positiv , die zweite negativ. Also ist nach 14) : 
woraus sich 

1 

cos^ («i — o>) 

=-ä IV 0+"-?)0+=?) -V0-"-^)(^)l. 

£eogg(«i + «) 

=- 1 |V(h^)(. + "?) + v^ 5 ?) 0-"-?)| 

ergicbt. 

Weil bekanntlich 



222 

l 

2cos(g>i-(ö)=4co8 — ß>) a — 2 

ist, so erhält man aus der ersten der beiden vorstehenden Glei- 
chungen : 

woraus sich leicht 
ergiebt 

Weil nach dem Obigen die absoluten Werthe der Brüche 

- — - und - — ^ 
a a 

kleiner als die Einheit sind, so ist es verstattet 

a — ö «— 



21) 



5 



zu setzen, und zugleich ist es immer möglich, u und v 
nehmen, dass 

0<tt<JT, 0<Ü<7C 

'ist Dann ist 

■ 

also uach dem Obigen 

cos(o>,— w) = coskcosp — sim/sinr, 

d. i. 

23) cos(u! — w) = cos(tx -f p) . 
Hieraus ergiebt sich 

(i),— oj = M + r oder Wj — w=2« — (w-fr), 
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I 

t 

jenachdem 

0<?<+r<« oder n < tt -f- v < 2« 

ist. 

Weil 

sinoj,— sinü) = 2s'm * (a>i — co)cos| (o>i + co) 

ist , so ist 

^■(sidwx — sin w) = sin ^ (o»i — w).2 ^cos ^ (wj -f cd) , 
also nach dem Vorhergehenden: 

j (sinc^-sinco) =sin ? (tt + e) .2^'cos ][(»! + co) . 
Nun ist aber 

also 

sin j(u + ü) 

and nach dem Obigen ist: 



I 
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e 1 

2-008^(0^ + 0») 



Multiplieirt man nun , so erhält man : 



1 e 1 

sin g(« -f i?) .2 -CO8.2 (o)! + o)) 



-K'^VK^- 10-"-?) Vh^ 1 

also 

e»n | (« + t) . 2 ^ cos |(o>, + o>) = - sin« - sino , 

und folglich nach dem Obigen; 
c 

— (sin co, —sin u) = — sintt — sin» . 

Weil nun auch o^— co= w + r oder co, — g>=2* — (m+f) war, je- 
nachdem 

0<u+r<» oder rc<t* + ü<2tt 
ist, so ist nach 7): 

S = |- a& { u -+ o -f (sinti + sine) } 
24) ^ oder 

5 = ia6{2«~(«+r) + (sinu+sinr) I , 
jenachdem 

0<u+o<?t oder rc< ti + p <2w 

ist. 



Digitized by Google 



225 

Ferner wollen wir annehmen, dass 
1 

also coe^(a>,— w) negativ sei. 

Ist dann den absoluten Werthen nach 



oder 



aeoBjO»!— »)>ecos£ («ei + ©) 



cos £ (C0i -0>) > J COS ^ (Q), + 0)) , 



so sind die Grössen 



cos | (cd, -o) - ^ cos ^ (a>i + w) , 
cos 4 j ((0!—«)+ ^ cos (©! + a>) 



beide negativ. Also ist nach 14): 



cos 



+ ^-cosI(» 1 -K»)=-V r (l+ 2 ?')0+^) ! 



woraus sich 



cos ^ (a>i — cd) 



=-1IV(h?)(h?)- V" (i-v)0-^)j 

ergiebt. 



15* 
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Weil bekanntlich 

2 008(0)! — £ü) = 4C08 ^ (ö) 1 — (ö) 2 — 2 

ist, so erhält man aus der ersten der beiden vorstehenden Glei- 
chungen : 

woraus sich leicht 
crgiebt. 

Weil nach dem Obigen die absoluten Werthe der Bruche 

a a 
kleiner als die Einheit sind, so ist es verstattet 

a—p a — q 

IS) cosu= — - , COSP = 1 

a a 

zu setzen, und zugleich ist es immer möglich, u und v so 
nehmen, dass 

0<u<*, 0<p<?r 

ist. Dann ist 

> 

also nach dem Obigen 

cos(o>i — (o) = cosucosf + sinusinc, 

d. i. 

27) cos(o)!— ü)) = cos(m— c). 
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Hieraus ergiebt sich, weil 

ist: 

09=2» — (tt— W). 

Weil 

sina>i — sinß>=2sin ^ (o>, — »; cos | (a t + o») 

ist, so ist 

1 6 1 

— (sinwj— «inoj) = sin ^ (o>i — •) • 2 — cos ^ ^co, -f eo) , 
also nach dem Vorhergehenden: 

e 1 e 1 

- (sine»!— sinw) = sin t j (u — 1> ) . 2 - cos ^ ( w i + w ) • ' 

Nun ist aber 
also 

sin.j (u—t>) 

und nach dem Obigen ist: 
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■ 

=- V O+^X* 5 ?)* V" 0-=?X 4 - 

Muftiplicirt man nun, so erhält man: 

* 

sin j(tc — r) . 2 ^ cos 5- (»i -fco) 

-50+ W^rPf ri O-^V^W 

also: 

.1 J 

sin ^ (w — r) . 2 — cos g (o> l + w)= — (sinu — sinp) , 
und folglich nach dem Obigen: 

£ (siniö! — sin eo) = — (siiw— sinp) . 
Weil nun auch ©!— ö=2?t — (m— p) war, so ist nach 7): 
28) S=^ab{ 2w— (m— p) + (sinu - sine) } . 
Wenn den absoluten W T erthen nach 

acos ^ (o, — to)< ecos t j (o^ + a>) 

oder 

cos.yCtö! — a) <^cos^-(« 1 -fß») 
ist; so ist von den beiden Grossen 
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cos l (*, — to) — € - cos \ (a>, + Q>) , 

l e 1 

cos g (co, — co) + — cos 2 ( w i + °>) 

die erste positiv, die zweite negativ. Also ist nach 14): 

cos l (co, - n) - *j cos l («| + id)= ^(l - ^=E) (l- . 

cos jfe - «) + ^cos * (», + co) = -\T (l+ (l -f- 'i=?) ; 
woraus sich 

COS^COi — o>) 

=-l iV K-OO^') -V 0-"-?)0-?X. 

- COS £ (0>i + CO) 

-i|V0+'-?j(i+^) + V 0- 5 ?) 0-^)1 

ergiebt. 

Weil bekanntlich 

2cos(cöi — co) = 4cos 2 (tO| — ca) a — 2 

ist, so erhält man aus der ersten der beiden vorstehenden Glei- 
chungen : 

fcM ^..) = ( 1+ 2^)(l + l^) + (l-2=B)(l- fl -7)-2 

woraus sich leicht , 
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crgiebt 

Weil nach dem Obigeo die absoluten Werthe der Brüche 

- — - und - — - 
a a 

kleiner als die Einheit sind, so ist es verstattet 

■ 

JS9) cosm = , cosr = * 

a a 

zu setzen, und zugleich ist es immer muglich, u und c so 
nehmen, dass 

0<u<«, 0<r<?r 

ist. Dann ist 

also nach dem Obigen 

cos( a> i — w) = cosucost? — sinusinc , 

d. i. 

31) cus(ia 1 — cd) = cos(tt -f p) . 
Hieraus ergiebt sich 

co, — o> = M + r oder w i — (o=2k — (u-f c), 

jenachdem 

?r < u -f t> < 2» oder 0<u-ft><7r 

ist. 

Weil 

1 1 

sinwi— sin» = 2flin^(o)i — «Ocos^O"! i w) 

ist, so ist 



Digitized by Google 



231 

i 



^(sino,— sin») = sin ^ (c^ -a>).2 ^ cos g (w, + o>) , 

also nach dem Vorhergehenden: 

e .1 e 1 

— (sino)!— sinta) =sin ^ (it -f t?) .2- cos^^i -+ a>) . 



Nun ist aber 



*J--V^F-ViR^)|' 



sin ' (u + 

und nach dem Obigen ist: 
Multiplicirt man nun» so erhält man: 
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sin \ (u + r) . 2 € - cos.* (<o x + o>) 

-K^^V^r - 1 0-°-:") V KW 

also 



sin 2 (" + ü ) • 2 — cos c> (oh + <b) = - sio« — sin» , 
und folglich nach dem Obigen: 

m 

— (sine»!— sin©) = — sinn — sinr . 

Weil nun auch a^— tö=u + r oder to l — m=: 2« — (m+t) war, je- 
uachdera 

7t<« + r<2« oder 0<u + r<^ 
ist, so ist nach 7): 

« 

| S = ^a6ttt+ t> -f (sinu + sinr) } 

■ 

32) < oder 

f S = |a&:2^~(u+r) + (sintt+sinr)J, 

jenachdem 

*<w + »<2?r oder 0<m+ü<ä 

ist. 

Wir wollen das Vorhergehende durch einige Beispiele er- 
läutern. 

Soll der Flächeninhalt E der ganzen Ellipse bestimmt wer- 
den, so müssen wir 



« 
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r=a —e, r l =a — e, s=0 



setzen. Also ist 



2/>=r + ri+*=2(a— e), p = a — e; 



2r/=r+r,— *= 2(a— r) , q = a — e; 



folglich 



COM 




also u = e. Ferner ist a>=0, a> l =2n, also 



c»! — a>=2«, co t -f £u— 27T ; 



J 



1 



cos ,3(0)! -ü)=— 1, cos^töi + tt)^— 1 ; 
und daher offenbar den absoluten Werthen nach 



Weil nun, da »|— bssSjb ist, dieser Fall offenbar dem allgemei- 
nen Falle, wenn v 

n < <»! — co<2« 

ist, untergeordnet werden muss, so ist jetzt 

* < <»i — w < 2» 
und den absoluten Werthen nach 



Wir haben also die Formel 28) anzuwenden. Dadurch erhalten 
wir, weil u = v, sintt = sint> ist, auf der Stelle 





E — ^abün, also , E=abn; 



wie es sein muss. 



Thcil XX. 
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Wir wollen annehmen , dass die beiden Vectoren r und r, 
aal der Hauptaxe der Ellipse senkrecht stehen; so ist 



also 



46* 26* . 

1^+^ + 1=—, P=~> 



2?=r+r l -*=0, 9=0; 

folglich 



woraus sich 

ic = Arccos ^1 — < ~ > ^ , ■ = 0 

1 — zwischen 0 und n 
Nun ist aber in diesem Falle offenbar 



cosco= — , smco= — • 
ü a 

Ferner ist w 1 = 2?r — co, also coscoi = cosco, sin»! =— sinco; 
folglich 

e . b 
cosco^-, sina>i = — 

Weil 

ü>, — 09 = 2lt — 2 CO, C0| f to = 27t 

ist, so ist 

i(o»!—a,)=»- co, |:(coi +«) = «; 



1 1 

eos ^ (co!— co)=— coso, cos^Ccoi+cd)^: — 1; 



d. L 
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I f 1 

eos^(«|— <d)= — cos ^(coj-f o>) = — 1. 

In diesem Falle ist folglich den absoluten Werthen nach 

1 * e 1 

cos J (co, — w) = - COS 2 (CO, -f d) , 

und weil nun 

n < w 1 — (o < 2;r 

ist, so kann man sowohl die Formel 28), als auch die Formel 32) 
anwenden. Weil aber offenbar 

0 < « + r s ^ 

ist, so muss man die zweite der Formeln 32) anwenden. Sowohl 
aus der Formel 28), als auch aus der zweiten der Formeln 32) 
erhält man aber 

Arcco.^) +VK 1 -?)' 

oder 
oder 

5 «A j2„-Arcco 9 (l-^) + *?} • 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Formeln mit anderen 
aus der Lehre von der Quadratur der Ellipse sich ergebenden 
Formeln übereinstimmen, oder wenigstens ohne Schwierigkeit auf 
dieselben zurückgeführt werden können. 

Für den Kreis ist a — b, e=0; also 

t 

5=5 a a { 2»— Arccos(-l) } = \ «*(2*- *) , 

d. i. 5 = ^0^, wie es sein muss, da im vorliegenden Falb" da* 
Segment 5 offenbar dem Halbkreise gleich ist. 

Setzen wir r=r,=a, also *=26, so ist 

16* 
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2f = r -f r , —s = 2a— 2b , q=a — b; 

also 




Ferner ist a> = r> «, 0^ = ^71; also 

to , — w = n , o>i -f to = 2w ; 

^(»l — 0)) = £ TT, ^(tü, +») = *• 

Also kann dieser Fall dem allgemeinen Falle, wenn 

0<CÜ! — ö <» 

ist, untergeordnet werden; und da nun den v absoluten Wertben 
nach t 

1 e 1 

cos 2 (ö>, — 0))< - COSg (o>| + 0)) 

ist, so muss man die Formeln 24) anwenden. Weil aber offenbar 
tt-f v = n ist, so muss es gleichgültig sein, ob man die erste 
oder die zweite der beiden Formeln 24) anwendet. Die erste For- 
mel giebt 

Die zweite Formel giebt 



5=5 •» j2»-«+8V l-gj , 

ako wieder 

Das Segment 5 besteht in diesem Falle offenbar aus der halben 
Ellipse und einem gleichschenkligen Dreiecke mit der Grundlinie 
2b und der Höhe e. Also ist nach bekannten Sätzen 

1 l 
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d. i. 

Aber t=V3T=&=zu\ 1— also 
oder 



ganz wie vorher. 

Schon diese wenigen Beispiele werden hinreichen, den Ge- 
ltrauch der von mir im Vorhergehenden entwickelten Formeln voll- . 
ständig zu erläutern. 
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XML 

Gleichungen der Bewegung eines 
Pendels auf der sich um ihre Axe 

drehenden Erde. 

i 

Von 

Herrn Doctor Haedenkamp, 

Lehrer am Gymnasium zu Hamm. 



Um den Foucault'schen Versuch, der den directen Ben eis de 
Umdrehung der Erde liefern soll, erläutern zu korinen, habe ich 
mir die allgemeinen Formeln der Bewegung eines Pendels, nenn 
dabei die Rotation der Erde berücksichtigt wird, entwickelt, und 
theile sie hier mit. Ich habe dabei den Weg verfolgt, den Gauss 
zur Bestimmung des Falles der Körper auf der sich drehenden 
Erde eingeschlagen bat. 



1. 

Seien X, Y% Z die lechtwinklichen Coordinaten des End- 
punkts A eines Pendels, deren Anfangspunkt der Mittelpunkt 
der Erde ist, und zwar sei die Axe der Ä senkrecht auf der 
Ebene des Aequators und die Axe der ) senkrecht auf demjeni- 
gen Meridian, in welchem sich A im Anfange der Bewegung be- 
findet. Für den Aufhangenunkt des Pendels, den wir mit B be- 
zeichnen, sei X=X', } = V und Z=Z'. Um nun auch die 
Bewegung des Pendels auf den mit dem Beobachter beweglichen 
Horizont zu beziehen , seien ferner für dieselben Punkte A und B 
x, y, z und «, ß, y die Coordinaten auf ein anderes Coordiuaten- 
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Erstem bezogen, deren Anfangspunkt auch der Mittelpunkt der 
rde ist. VVir wollen die Ebene der Axen von x una y in der 
dem Horizonte parallelen und durch den Mittelpunkt der Erde se- 
henden Ebene annehmen, und zwar soll die Axe der x in die 
Richtung von Norden nach Süden und die der y in die Richtung 
von Westen nach Osten fallen: z fällt also in die Richtung des 
Lothes. Um von dem einen Coordinaten - Systeme zum andern 
übergehen zu können , setze man 

X=zax-j-by + cz, 
Y^a'x + b'y+dz, 
Z=a"x + b"y+c"z; 

dann wird auch bekanntlich umgekehrt: 

x=aX+a'Y+a"Z, 
y = bX\b'Y+b"Z t 
zz=<:X + c'Y+&'Z. 

Für die Punkte A und B kann man ohne Fehler X mit X', Y 
mit Y' und Z mit Z' parallel setzen , so dass auch 

X'=aa +6/5 + cy, 

Z'=za"« + b"ß-\ c"y. 
Wenn die Länge des Pendels / gesetzt wird , so wird noch 

(x-a)* + (y - /?)* + (z -y) 2 = P . 

Was die Grössen a, a\ a", 6, 6' etc. betrifft, so werden diese 
bekanntlich, wenn die Lange und Breite der Punkte A und B 
durch und bezeichnet werden, folgendermassen ausgedrückt ! 
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1) 




a = sinpcostf; , 
«' = sinpsintf; , 
a"= — cosfi; 
6 — — sintf/ , 
b' z=cosi^, 



IC =CÜSUL'0.sti) , 

c'=cosjLtsini{>, 
c"=sinfi. 



Da durch t// auch zugleich der W inkel hezeichnet wird, um wel- 
chen, sich die Erde in der Zeit t gedreht hat, so kann man auch, 
wenn n die Winkelgeschwindigkeit der Drehung der Erde bedeu- 



Wlf wollen jetzt die Gleichungen , welche die Bewegung des 
Pendels unter dem Einflüsse der Drehung der Erde darstellen, 
entwickeln. Ich -betrachte der Kürze wegen hier das Pendel als 
ein einfaches. Wenn die Anziehungskraft der Erde in dem Punkte 
A oder ß durch g und der Radius der Erde durch r hezeichnet 
wird, dann werden die Kräfte, die auf das Pendel nach den Rich- 
tungen Ä, Y, Z wirken, durch ^ — > ^— , — ausgedrückt; diese 

T T T 

geben in Verbindung mit der Bedingung, dass die Bewegung des 
Punktes A nur auf der Oberfläche einer Kugel vom Halbmesser 
/vor sich gehen kann, folgende Fundamentalgleichungen für die 
Bewegung: 



Um die Bewegung des Pendels gegen die im Räume beweg- 
liche Ebene des Horizonts kennen zu lernen, iniissen in diesen 
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Gleichungen die Grossen .V, Y, Z durch x t y, z ausgedrückt 
werden. Zu diesem Ende multiplizire man die erste dieser Glei- 
chungen mit a, die zweite mit die dritte mit a" und addire; 
dann multinlizire man ferner dieselben drei Gleichungen mit b, b\ 
b" und endlich mit c, C" und addire jedesmal; dadurch erhält 
mau statt der vorhergehenden diese drei Gleichungen: 

IB*X d*Y 6*Z qx JS(x-a) 
8»jt yr yz g ff jyfo-fl 

Jetzt drucken wir vermittelst der Gleichungen 1) die Werthe für 
^A, B 2 Y, cßZ durch x, y, 2, o, 6, c u. s. »v. und deren Uiffe- 
renziale aus: setzt man dann die erhaltenen Werth© für o 2 Au. s. w. 
in die Gleichungen 2), so erhält man folgende drei Gleichungen: 

„l=g + 2 » si „,(|f) + 2 „c.s,(|) + ä + *&j=ß , 

Der Kurze wegen ist q — rn*=g' gesetzt und bedeutet die wirk- 
liche Schwere unter dem Aequutor. Wollte man die Abplattung 
der Erde noch berücksichtigen, so müsste 

> 

1 sinju. 2 cosft 2 
r* — "^~"+ ~W 

gesetzt werden. Ich bemerke noch , dass w' 2 s i 11 ; i / die Schwung- 
kraft lur die Breite (i nach der Richtung der Schwere und n*co*uZ 
Hie nach der Richtung des Meridians zerlegt, bedeutet; beide 
Kräfte sind also hier kleine Grössen. Ist, wie wir hier anneh- 
men, die Erde eine Kugel, dann ist auch noch a = 0, ß=zQ. 

Die Grossen ^ und j[ kann mau in den vorhergehenden 

Gleichungen ohne Fehler vernachlässigen und - gleich 1 setzen; 
dadurch werden dieselben folgende: 
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/o= c ^- 2» *•„,,,(!) -** c ^a+^, 

(O=g- 2l ,co 8 ,(|) + r+ ^. 

Hierin ist für z — y noch z und 

g"=g' -f fi*sioftZ=<7 — m*co8*u 

gesetzt, ud(1 es bedeutet //" die wirkliche Schwere im Punkte A 
oder B, da r« 2 cos 2 fi die Schwungkraft nach der der Schwere 
entgegensetzten Richtung ist. Diese Gleichungen integrirt beant- 
worten alle Fragen, die man über die Bewegung eines Pendel» 
auf der rotirenrien Erde stellen kann. Indessen sind diese In- 
tegrale in endlicher Form nicht zu erhalten , obgleich ein Integral, 
nemlich 

8jt 9 + 8v' + dz 2 

sich leicht aus 4) ergiebt. Hier kömmt es zunächst nur darauf 
an, die Grösse der Drehung der Schwingungsebene, wie sie beim 
Foucault'scheu Versuche beobachtet wird, kennen zu lernen. Der 
Einfachheit wegen wollen wir annehmen, das« für t=zQ der 
Schwerpunkt des Pendels in der Ebene des Meridians liege, und 
die Geschwindigkeit =0 sei. Multiplizirt man nun die erste der 
Gleichungen 4) mit y und die zweite mit x und subtrahirt, so 
erhält man: 




ö(jr 2 +« 2 ) _ dz 
wsinfi — l-2ncos^r 



Die Projection der Pendellänge auf die Ebene des Horizonts sei 
q und bilde mit den Axen x und y die Winkel <p und 17—9), so 
dass also: 

x — QC08q>, y— psin<p 

und 

ycx — xvy = Q^btf : 

dann ist 

_/ ffbtp \ . co 2 , . d: 
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und 

Sind die Schwingungen des Pendels klein, so dass dz = 0 gesetzt 
werden kann,' so hat man 

<p=it/.sinfi. 

In diesem Falle kann man also die Drehung der Schwingung«- 
ebene des Pendels der Zeit proportional setzen, und während die 
Schwingungsebene sich um 360° dreht, dreht sich die Erde um 
den Winkel 

siiift ' 

Wir sehen aus der Gleichung 5), dass bei grosseren Schwill- 
gungsbogen die Geschwindigkeit, womit die Scbwingungsebene 
sich dreht, nicht ganz constant sei, soudern um die periodische 
Grösse 



2wcosu f* _ 



grösser oder kleiner als nsin/* werden kann. Für eine kurze Dauer 
der Schwingungen kann man, wie leicht zu sehen, 



xdz =cos<p j* och 



setzen. Hieraus folgt, dass bei gleichen Schwingungsbogen lur 
-f <p und — q> die Geschwindigkeit der Drehung der Schwingungs- 
ebene gleich sei. Finden die Schwingungen in der auf dem Me- 
ridian senkrechten Richtung statt, so ist 



coscp J poz = 0 und —^nsinft. 



Wenn die grösste Abweichung des Pendels vom Lothe durch u 
bezeichnet wird, dann istnaherungsweisefür eine ganze Schwingung : 



äncostt Cosa P . ncospsin« 

J X ° Z ~ 1 . 



diese Grösse ist zwar gegen nsinp klein, genaue Versuche aber 
mit dem Foucault sehen Pendel könnten doch dieselbe noch viel- 
herausstellen. 
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Nachschrift des Herausgebers. 

Bei Uebersendung des obigen Aufsatzes schreibt mir Herr 
Doctor Haedenkamp Folgendes, was ich hier noch mitzuthei- 
len für ineine Pflicht halte, indem ich zugleich dem geehrten Herrn 
Verfasser für die Uehersendnng seines Aufsatzes danke, und mich 
freue, dass mein eigner Aufsatz über diesen Gegenstand im ersten 
Hefte dieses Bandes den Hauptzweck , welchen ich bei Mitthei- 
lung desselben hatte, nämlich die Mittheilung weiterer Untersu- 
chungen über den schönen Foucault'schen Versuch zu veranlas- 
sen, schon erfüllt hat. Möge die obige Mittheilung nicht die 
letzte sein ! 



„So eben erhalte ich von Ihrem Journal das Heft, welche« 
die Abhandlung von Ihnen über den Foucault'schen Versuch ent- 
halt. Bei Durchlesung derselben fiel mir nieine schon vor Jahr 
gemachte und schon fast vergessene Abhandlung ein, die ich 
über denselben Gegenstand geschrieben. Da ich nun keine andere 
Auflösung als die ihrige und die von Eschweiler kenne und 
meine Lösung des Problems eine ganz andere ist, so glaube ich, 
dass dieselbe Interesse hat, und übermache sie Ihnen hierneben 
mit der Bitte, solche in Ihr Journal bald möglichst einrücken 
lassen zu wollen. Zugleich ersuche ich Sie, mir einige besondere 
Abdrücke der Abhandlung demnächst auf geeignetem Wego zu- 
kommen zu lassen. Sie werden sehen, dass, wie ich gefunden, 
die Drehung der Schwingungsrichtung gegen den Horizont nicht 
ganz constant, sondern von einem, wenn auch kleineu periodi- 
schen Gliede noch abhangig ist. Dieses kleine Glied müsste sich, 
wenn die Versuche mit möglichster Schärfe angestellt würden, 
herausstellen. Ich kenne keinen andern Versuch, bei dem sich 
dieses in der That wirklich herausgestellt hätte, als den in Min- 
den gemachten." 

Die Herren Physiker, welche sich mit Foucault'schen Pendel- 
versucheu beschäftigen würden, also hierauf besonders zu achten 
nahen. 
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91 i s c e I 1 e n. 



Beitrag zur Buchstabenrechnung. 

Ton Herrn Professor G. De eher an der polytechnischen Schale zu 

Augsburg. 



Bisher hat man sich in den Lehrbuchern der Algebra darauf 
beschränkt, nur solche zweigliedrige irrationale Nenner rational 
xu machen, deren Wurzelgrüssen Potenzen von 2 zu Exponenten 
haben, wie 

a o a 

V6±Vc yTb±Vc Vb±>f~c 

Das Verfahren besteht bekanntlich darin, den Zähler und Nen- 
ner mit der Differenz oder Summe der Wurzeigrussen des Nen- 
ners zu multipliziren , jenachdem dieser selbst eine Summe oder 
eine Differenz ist. Mit Nennern von der Form 

« Ii 

— i — * 1 1 — t U. 8. W. 

Vb±yTc Vb±yTc 

hat man sich nicht befasst Das vorhergehende Verfahren ist 
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aber in einem allgemeineren enthalten, durch welches alle binome 
Nenner rational gemacht werden können. 

Beachtet man nämlich , dass , wenn n eine' ganze Zahl ist, 
der Quotient von 

a n _ (jti 

n ^ immer eine geschlossene Reibe gibt; von 

ff nur, wenn n eine gerade Zahl ist; von 
— rr nur» w e ,in n *»»e ungerade Zahl ist; von 

am _ m f f dagegen niemals: 

so wird man leicht finden , dass man den Bruch 2n °. in im 

Zahler und Nenner nur mit b — c mültipliziren darf, um den irra- 
tionalen Nenner zu beseitigen; denn man hat 

a a b — c 



2n 2n " " A — c '*n 2n 

VTtVT vT+v'c 



A* 2» 2« 2n ^ 

= l -~ c ( V b 2 »- 1 f V©*-*J+etc.-f V 6c«—«tV p <*•-> ^ 

Ebenso wird der Nenner des Bruches gy, a . ln+1 rational werden, 

VT— Vc 

wenn man Zähler und Nenner mit 6 — e multiplizirt ; der Nenner 

et 

des Bruches g fl g ^p, Menn man Zähler und Nenner mit 6|c 

Vc t 

multiplizirt; man hat also 

= (V6^fV 6*"-»c+ etc . zpy 6c*"-» +^0*") ■ 
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Um endlich den Nenner des Bruches - — — — rational zu 

Vb±>Tc 

machen, verwandelt man die Warzeigrussen in solche mit glei- 
chen Exponenten, und hat dadurch den Ausdruck: 

a »q 

m n mn rnn 

welcher wieder auf einen der vorhergehenden Fälle zurückkommt. 

Durch dieses Verfahren kann demnach jeder binome irratio- 
nale Nenner unmittelbar rational gemacht werden, und es ist da- 
bei nicht nothwendig, vierte Wurzeln erst in zweite, u. s. f. zu 
verwandeln. 



Bemerkung zu Eulers Integralrechnung. 

Von Herrn Professor Dr. Wolfers zu Berlin. 



In Eulers lnstitutionum calculi integral ig volu m 
prirnum. §.233. findet sich folgende Stelle: Veluti si propo- 
neretur haec formula 

« 

e*xBx 

facile est suspicari integrale, si datur, talem formam esse ha- 
biturum : 



l + x ' 

Uujos ergo differentiale 

e x {8i(l-far)-f xzdx\ 
(1+*)* 

illo coraparatum dat: 

9i(l-f x)+xzdx = xdx, 
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ul.i s tat im patet esse 2=1, quod nisi per se pateret, ex regulis 
difTicuIter cognosceretur. 

Nun scheint es mir, als ob das vorgelegte Differential ziem- 
lich direct integrirt werden kann, und zwar folgendermassen : Ich 
setze zur Vereinfachung l-fx=z, also x = z — 1 und dx=dz; als- 
dann wird, wenn ich das gesuchte Integral durch y bezeichne: 

also, weil — = 8 . b und ^=-9. - ist, durch theilweise Inte- 
• z z 

gration : 



und da wieder 



J \ e*-*fizzzz e'- l .\z —J\z.e>- l Bz : 
y=e*-\h— J* k.e*~ l Bz + ^ —\ e*~ l \z — J \z.e*- l Bz\ 



1 - 



Druckfehler. 

In Theil XX. S. 11 Z. 9. lese man Ganzzahl, 
S. 14. Z. 6. lese man scheiden, 

S. 15. Z. 19. fflr ~t~ lese man S , 

du dx 

S. 23. Z.3. fehlt (17), 

S.25. Z. 3. nach Werthe fehlt begrenzter Integrale, 

S. 30. Z. 16. und 18. statt du setze man — , 

u 

S. 30. Z. 18. statt -f 1— (+1) setze man !(+!)— I(+l). 
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XIV. 

lieber Leitlinien. 

Von 

Herrn Doctor M. Cantor 

in Heidelberg. 



Der Name Leitlinie oder Directrix ist von verschiedenen Ma- 
thematikern in verschiedener Bedeutung benutzt worden. Wir 
fassen ihn hier in derselben Bedeutung wie Raabe in einem 
Aufsatze im zweiten Bande von Crelle's Journal, der folgende 
Definition giebt: Leitlinie einer gegebenen krummen Linie ist die- 
jenige Linie, welche die Eigenschaft besitzt, dass die Normale, 
welche von irgend einem Punkte jener Curve auf sie gefällt wird, 
gleich der Entfernung jenes Punktes von einem gegebenen festen 
Punkte der Ebene ist. An diese Definition uns anschliessend 
wollen wir hier die Untersuchung aufnehmen, und neben einigen 
interessanten Einzelheiten namentlich noch allgemeine Formeln in 
Bezug auf Polarcoordinaten mittheilen, so wie auch eine Erwei- 
terung des Begrifies, der zu Leitflächen führt, andeuten. 

1. 



Wir wollen zur deutlicheren V erstand niss die Cnrve, deren 
Leitlinie in dem eben angegebenen Sinne eine andere Curve ist, 
immer die Curve ohne weitere Bezeichnung nennen; ferner wer- 
den wir für alle Grossen, die sich auf die Curve bezieben, latei- 
nische Buchstaben gebrauchen, für alle Grössen aber, die sich 
auf die Leitlinie beziehen , griechische Buchstaben. 

Theil XX. IT 
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Um .möglich einfache Formeln zu erhalten, nehmen wir den 
gegebenen festen Punkt zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems, und in Beziehung auf dieses seien die Glei- 
chungen der Leitlinie und der Curve: 

1. <jp.(l, i?)=0, 

2. fix, y)=0. 

Die Normale zur Leitlinie, welche zugleich durch einen Punkt 
x, y geht, hat die Gleichung 

Und endlich ist die Entfernung der Punkte x, y und £, r\ der 
Entfernung des Punktes x, y vom Coordinatenanfangspunkte gleich 
zu setzen, d. h. Vi (*-£)* + (y-i?) 2 ) = VI oder 

4. r 8 + ^ = 2(|or + i ? i/). 



2. 

Nun sind zwei Aufgaben möglich. Entweder die Leitlinie ist 
gegeben (Gleichung l.) und man sucht die zugehörige Curve 
(Gleichung 2.) oder umgekehrt Die erste Aufgabe ist eine ganz 

ttti 

bestimmte, indem aus 1. der Differentialquotient ^ gesucht und 

in 3. substituirt wird, worauf zwischen der so umgewandelten 
Gleichung 3., der Gleichung 1. und der Gleichung 4. die Unbe- 
kannten §, rj eliminirt werden können ; und die übrig bleibende 
Gleichung zwischen x und y ist die gesuchte Gleichung 2. 

Auch geometrisch kann man sich die Bestimmtheit dieser 
Aufgabe leicht versinnlichen. Denn es sei o in Taf. II!- Fig. 1. 
der feste Coordinatenatifangspunkt und a ein Punkt der Leitlinie 
aß, man sucht den zugehörigen Punkt m der Curve. Die Auf- 
lösung besteht einfach darin, dass man in fi an aß die Normale 
uju.' zieht, ferner die Verbindungslinie f*o und in deren Mitte die 
Senkrechte 66' errichtet. Der Durchschnittspunkt der 66' mit der 
Ufi' ist der gesuchte Punkt m. 

Anders verhält es sich, wenn die umgekehrte Aufgabe ge- 
stellt ist; nämlich zu einer gegebenen Curve die Leitlinie zu lin- 
den. Denn ist (Taf. III. Fig. 2.) ab die Curve, so ist zur Be- 
stimmung des Punktes fi nur die Bedingung mo=m(A gegeben, 
d. h. der Ort des Punktes \i ist die Peripherie des um m mit 
dem Halbmesser mo beschriebenen Kreises, oder es giebt unend- 
lich viele Leitlinien, die einer Curve zugehören. Die weitere Be- 
dingung, dass tiifi zur Leitlinie normal sein soll, kommt aller- 
dings auch in Betracht; aber bei dem ersten Punkte der Curve, 
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zu welchem der entsprechende Punkt der Leitlinie gesucht wird, 
ist es jedenfalls ganz willkührlich, wohin wir in der Peripherie 
des erwähnten Kreises p verlegen. Indessen wird die ganze 
Schaar der Leitlinien stetig auf einander folgen und dem gemäss 
in der Regel eine einhüllende Linie haben, die alsdann selbst 
auch Leitlinie der Curve ist. Denn, jeder ihrer Punkte ist zugleich 
Punkt einer Leitlinie, welche sie tangirt, mit welcher sie also eine 
gemeinschaftliche Normale hat. 

Zu derselben Bemerkung gelangen wir auch analytisch. Sind 
nämlich die Gleichungen 2., 3., 4. gegeben, so folgt aus 3. und 

4., wenn zur Abkürzung ™ —rf gesetzt wird: 

*- ~2örv) - y- 2(17-11/) • 

und durch Substitution in 2.: 

welches die Differentialgleichung der gesuchten Leitlinie ist. Bei 
deren Integration erscheint nun eine willkuhrliche Constante, 
welche, als veränderlicher Parameter angesehen, unendlich viele 
Leitlinien giebt. Im Allgemeinen wird sich aber ausser dem all- 
gemeinen integral: <p(|, ij, const.)~0 auch noch ein singuläres 
Integral <p, (f,ij)=:0 ergeben, welches keinen veränderlichen Pa- 
rameter mehr enthält; und dessen Bedeutung ist alsdann bekannt- 
lich die Einhüllende der durch das allgemeine Integral angegebe- 
nen krummen Linien. 



Schon der Umstand, dass die Entfernung eines Punktes vom 
Coordinatenanlangspunkte zum Ausdrucke eines wesentlichen Thei- 
les unserer Aufgabe dient, scheint darauf hinzudeuten, dass es 
angemessener wäre zu Polarcoordinaten überzugehen; und in der 
That treten dabei weit einfachere Formeln hervor. Zum Pole der 
neuen Coordinaten nehmen wir wieder den festen Punkt, d. h. 
den früheren Coordinatenanfangsptinkt, und zur Achse die frühere 
Abscissenachse. Nun ist, wenn p, 0; r, t die neuen Coordinaten 
bezeichnen sollen : 

f = p.cosö, i? = o.sinÖ, *?) = 0(p. 

;r=:r.cosr\ y = r.sin<, f (x, y) = F(r , t) . 

17* 
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Substituirt man diese Werlhe in die Gleichungen 1. bis 4. und 
schreibt ^ = ?'. so ist: 

6. Q(q, 0)=O. 

7. F(r, 0=0, 

8. D '(o-r.cos(r— &)) = p.r.sin(r-0) , 

9. p:=2r.cos(r— 0). 

Durch Verbindung der Gleichungen 8., 9. ist 

p'(o-0 = pr.sin(/-ö) 

oder 

10. o'=2r.sin(*— 0). 
Aus 9. und 10. ergeben sich alsdann die Zusammenhänge: 

11. ^ = tg«-0), 

12. ^+^=4r 2 ; 

worauf man aus 11. noch folgende Gleichung ableiten kann: 

8 P— D'.tg» 

Die Gleichungen 9., 10. können auch folgendermassen geschrie- 
ben werden: 

p == 2r.cosf .cos0 -f 2r.sin<.sin0, 
p'= — 2r.cosf . sin0 + 2r.sinf. cos0. 

Wird einmal die obere mit sin0, die untere mit cos0, und das 
andere Mal die obere mit cos0, die untere mit sin0 multiplicirt 
und die Producte mit einander verbunden, so ergiebt sich: 

sin0.p -fr cosO.p' = 2r.8*raf , 
cos0.p — sin0 . q' = 2r.cosi . 

Aber 2r.sin*=2#, 2r.cos/ = 2jr. Folglich ist: 

8in0.pf cos0.p' cos0.p — sin0.p' 
14. y = ö » r = 7 — ; 



Digitized by Google 



233 

eine Formel von grosser Geschmeidigkeit, um zu einer in recht- 
winkligen Coordinaten gegebenen Curve die Differentialgleichung 
der Leitlinie in Polarcoordinaten zu finden. , 

Die Formeln, die dazu dienen, zu einer in Polarcoordinaten 
gegebenen Curve die Differentialgleichung der Leitlinie in recht- 
winkligen Coordinaten zu finden, sind nicht so einfach. Der Voll- 
ständigkeit wegen mögen sie indessen beigefügt werden. Setzt 
man nämlich in 5. .r = r.cos*, y=r.s\nt, so erhält man: 

Zur Vereinfachung kaun man allenfalls den Bogen o der Leit- 
linie einfuhren. Denn es ist 



und daher 



r mV 2 )** * 



Wir wollen von den gewonnenen Formeln einige specielle An- 
wendungen machen. 

Es sei die gegebene Curve eine grade Linie, die durch den 
Coordinatenanfangsnunkt geht; also ihre Gleichung x — ay. Die 
Gleicbuug der Leitlinie ist sofort: 

cosÖ.p — sinö.p' =-«.8in0.o + o.cos0.o', 

dg _ cotft--« 
9 — c/.cotö + l" 0 ' 

q — c(a.cosÖ + sind) . 
In rechtwinkligen Coordinaten: 

d.i.die Gleichung eines Kreises, dessen Halbmesser V^+Tund 

nc c 

die Coordinaten des Mittelpunktes « = — ^, — g » wo o die Ab- 
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scisse, ß die Ordinate bedeutet Es ist klar, dass dieser Kreis 
durch den Coordinatenanfangspunkt geht, so wie auch, dass der 
Halbmesser nach dem Coordinatenanfangspunkte dieselbe Rich- 
tung wie die Linie jr=ov hat. Diese Linie ist also selbst normal 
zu dem Kreise im Coordinatenanfangspunkte , der Kreis also in 
der That ihre Leitlinie. 



5. 

Die gegebene Curve sei eine Linie zweiter Ordnung und der 
Coordinatenanfangspunkt ein Brennpunkt derselben. Ihre Gleichung 
ist alsdann *«-f ip+ex)*=0, die Gleichung der Leitlioie: 

(cosÖ.o-sinÖ.p') a + (sinÖ.o+cosÖ.o') a -(2^+e.cosap— e.sinö.o') 2 = 0 
oder 

A. (1— eVniö 2 )p'* + (2e*.sinö.cos0.o + 4pe.sinö)p' 
+ p a — e a .cosÖ 2 .p a — 4/?e.cos0.p — 4/* 2 =0. 

Diese Gleichung lässt sich nicht allgemein integriren. Die Her- 
leitung des singulären Integrals unterliegt hingegen keiner Schwie- 
rigkeit, indem man nach bekannten Regeln die Gleichung A. uach 
q' differeutiirt , den Differentialquotienten =0 setzt, und den so 
erhaltenen Werth 

t _ e 2 .8in0.c os0. Q-\- 2p e. sind 

9 ~ ~ i -l^TshTe 2 

in A. substituirt.. Nach gehöriger Reduction ist sodann: 

(1 — e 2 )p 2 =4/>e.cos0.o + 4p 2 , 
oder in rechtwinkligen Coordinaten: 

(1-e 2 ) (** + ffi = ipel + 4p» . 

Die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung specialisirt sich, 
je nachdem e t-erschiedeoe Werthe erhält. Stellen wir diese spe- 
zielleren Gleichungen mit denen der Leitlinien zusammen, so ist: 

e = l ; jr* — 2/KT=p* eine Parabel; 

£ = — -p eine gerade Linie; 

e>\ ; x*+y*-(p+ex)*=fi eine i 

(l-e 2 )(SH7j*)==4pcs-M/> 2 ein Kreis; 
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e=V2 ; y*—a*—*VJpx=p* eine gleichseitige Hy- 
perbel ; 

— S*— if=4V r 2f>i + 4/>* ein Kreis; 

> 

p=;0 ; ar* + ein Kreis; 

S* + ^ = 4p* ein concentrischer Kreis vom 
doppelten Halbmesser. 

6. 

Für den speciellen Fall, dass die Cnrve zweiter Ordnung ein 
Kreis ist, lüsst sich auch das allgemeine Integral, d. h. die ver- 
schiedenen Leitlinien finden. Die Polargleichung des Kreises 
sei nämlich r=n, so ist 4r*=4/A Diesen Werth führen wir in 
die Gleichung lz. ein: 

0 * +0 *=4p*, 

und das allgemeine Integral dieser Gleichung ist Ö=— c + arcsin.^, 
oder 

q = 2p . sin(0 -f c) . 

In rechtwinkligen Coordinaten: 

£*+ rj 2 =2p. C08C.7J +2p.sioc.£ . 

Das ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt die Co- 
ordinaten a=/;.sinc, j3 = p.cosc entsprechen; d. h. die Gleichung 
eines Kreises von gleichem Halbmesser wie die Curve und dessen 
Mittelpunkt die Curve selbst zum Orte hat Will man hingegen 
die einhüllende Leitlinie finden, so differentürt man o' 2 +o 2 =4//* 
nach 0', woraus p'=0 und durch Einführung dieses Werthes 

das ist derselbe concentrische Kreis vom doppelten Halbmesser, 
den wir auch in der vorigen Nummer fanden. 
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7. 

Ist die gegebene Curve eine gleichseitige Hyperbel und der 
Mittelpunkt derselben der Coordinatenanfangspunkt, so haben wir 
die Gleichung a:*— y 2 = a^ Daraus folgt als Differentialgleichung 
der Leitlinie: 

4a a 

Hier müssen wir uns wieder mit der singulären Auflösung begnü- 
gen : 2o' +2tg26>.o = 0 , folglich 

o'=-tg20.o 

in A. substituirt giebt: 
oder 

p = 2aVcos20; 
in rechtwinkligen Coordinaten: 

welches bekanntlich die Gleichung der Lemniscate ist. 

8. 

Die gegebene Curve sei wieder die Parabel; aber zum Coor- 
dinatenanfangspunkt sei der Scheitel der Parabel gewählt, deren 
Gleichung demnach y*—ax ist. Die Leitlinie hat die Gleichung: 

A. (sin0.p + cos0.o') 2 = 2a.cos0.p — 2a.sin0.o' . 

Um das singulare Integral zu finden, setzen wir 

2(sin0.p -f cos0.o')cos0 s= — 2a.sin0.p' 

oder 
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Substitution dieses Wertbes in die Gleichung A. verwandelt die- 
selbe in 

p=- l jtgö.sin0, 
oder in rechtwinkligen Coordinaten: 

- 

Die Bedeutung dieser Gleichung wird klar, wenn man £ — — 1 4 
setzt, wodurch sie sich in 

■ 

• 

verwandelt, oder in die Gleichung einer Cissoide, deren Lage 
gegen die Parabel so ist, dass die Ordinatenrichtung beiden ge- 
meinschaftlich, die Abscissenrichtung entgegengesetzt ist. 



9. 



Die gegebene Curve sei die logarithmische Linie y — e x . Die 
Differentialgleichung der Leitlinie ist: 

| . sind + £ . cosö s J C0 '°~ ? •** • 
Daraus findet man die singulare Auflösung: 

— cot0=e lf ^' 
oder in rechtwinkligen Coordinaten: 

wo offenbar die zusammen gehörigen Abscissen *und Ordinaten 
entgegengesetzte Zeichen führen. ' 



10. 

Ab letztes Beispiel wollen wir zur Curve die logarith- 
mische Spirale nehmen, deren Gleichung r = e l . Nun war 
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=4r* = 4e*, 



ferner 



1 . Q* + p* 



f— <9 =arctg- . 

Q 



Also durch Verbindung der beiden Gleichungen: 

p' l P^ + P 2 

Die Differentiation dieser Gleichung nach p' zeigt, das* 

1 v 

Q 1 4 



p /g "2 p* + P g> 
l+ ? —4— 

folglich p'=p; und nun erhalten wir die Gleichung: 

1 P* 
arctgl = ^log|--0, 

oder nenn V"2.e 4 = a gesetzt wird: 

p==o.e e , 

wieder eine logarithrnische Spirale. Diese merkwürdige Curve 
erzeugt sich also auch hier selbst, eine Eigenschaft, die sie be- 
kanntlich bei jeder Gelegenheit zeigt. 



11. 



So wie wir bisher eine krumme Linie als Leitlinie einer an- 
deren betrachtet haben, so können wir auch von Leitflächen reden, 
indem wir die Definition aufstellen: Die Leitfläche einer Fläche 
charakterisirt sich durch die Eigenschaft, dass die Normale, wel- 
che von irgend einem Punkte der ersten Fläche auf sie gefallt 
wird, gleich der Entfernung dieses Punktes von einem festen 
Punkte im Räume ist, den wir der Einfachheit wegen wieder zum 
Coordinatenanfangspunkte nehmen. Die Gleichung der gegebenen 
Fläche sv'i f(.r,>j.z)—Q, die Gleichung der Leitfläche <j>(|, */,£)=<>. 
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Die Gleichungen der Normale auf die Leitflfiche, welche zugleich 
durch einen Punkt x y y, s geht, sind 

indem wir die partiellen Differentiale durch geschwungene d be- 
zeichnen. Ausserdem rauss nun die Entfernung der Punkte r, 
y, 2 und £, 17, C gleich der Entfernung des Punktes a:, y, 
Coordinatenanfangspunkte sein, also: 



s vom 



Wir haben daher folgende fünf Gleichungen : 

1. vtt, 1?, 0=0). 
n. *)^0, 

IV. y-^ = -g(z-C), 

In Bezug auf Leitflächen lassen wir es vorläuflg bei diesen 
Andeutungen bewenden, uns weitere Ausführung vorbehaltend. 
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Die Nichtigkeit des tfeuton'geheii Luft- 
widerstands -Gesetzes, so wie Vor- 
schläge zur Auffindung des wahren* 

Von 

Herrn Brenner, 

Lehrer zu Tuttlingen in Würtemberg. 



Wie wünschenswerth es für die Wissenschaft, ja wie ausser- 
ordentlich wichtig es für die Ballistik wäre, das Gesetz zu ken- 
nen, nach welchem die atmosphärische Luft einem in ihr befind- 
lichen Mobile einen Widerstand entgegensetzt, ist schon längst 
klar erkannt, und sind auch zu dessen Entdeckung sehr bedeu- 
tende Anstrengungen gemacht worden. Da die Luft in denjenigen 
Räumen , für die man jenen Widerstand gleichzeitig zu wissen 
nothig hat, gleichzeitig auch vollkommen gleich vertheilt ist und 
gleiche Eiasticität besitzt, so kann es nicht anders sein — sie 
muss in ihrem Widerstand ein ganz bestimmtes, vielleicht sehr 
einfaches, Gesetz befolgen, und es ist nur zu verwundern, dass 
bis Dato dieses Gesetz noch nicht hat entdeckt werden kiinncn. 

Ich will nicht behaupten, dass durch eine Theorie, bei der 
man ein vollständig gleich dichtes und vollkommen elastisches 
Fluid n in anzunehmen hat, nichts geleistet werden könne — aber 
das glaube ich, dass die Beobachtung sicherer und schneller zum 
Ziele führt, und dann mag die Theorie, wie diess in Beziehung 
auf die Lehren der Astronomie, Mechanik, Physik fast immer 
der Fall ist, ihre tiefere Begründung hintennach folgen lassen . 



> 
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Wenn der Verfasser nicht den Versuch macht, vorliegendes Pro- 
blem zum Ende zu führen, so Hegt der Grund darin, dass ihm 
nicht die Mittel zu Gebot standen, die hier nöthigen Experimente 
mit der nöthigen Schärfe zu veranstalten. 

Offenbar am wichtigsten ist der Widerstand, den die Luft 
der Kugel entgegensetzt, und darum werden sich die Vorschläge, 
die ich zu machen gedenke , auch nur auf jene beschränken. Da- 
bei bin ich von der Zuversicht weit entfernt , dass der Zweck ge- 
rade auf den von mir vorgezeichneten Wegen erreicht %ver<Fen 
kann, sondern glaube vielmehr, dass es nöthig werden mochte, 
auch die von mir entworfene detaillirte Theorie vielfältig zu mo- 
dificiren, möglicher Weise gar zu verwerfen. Allein Beruhigung 
wird mirs gewähren und mit Freude mich erfüllen, wenn ich 
auch nur eine Idee aufgedeckt hüben sollte, welche* endlich zur 
Darstellung des fraglichen Gesetzes fuhren könnte. 

Laplace gibt in seiner Mecanique Celeste, eine einfache 
Formel lur jenes Gesetz an, wofern die von der Kugel beschrie- 
bene Curve bekannt ist. Bezeichnet man mit z die vertikalen Or- 
di naten , mit s den Bogen der Curve, mit g die örtliche Schwere 
und mit ß den Widerstand, so ist 

wo sich die Differentiale auf die Ausrissen x beziehen. 

Wäre man im Stande, einer durch die Luft geworfenen gros- 
sen Kugel (Bombe) ein sehr intensives Licht mitzutheilen , wel- 
ches weder die Dichtigkeit und Elasticität der die Kugel umge- 
benden Luft, noch die Masse und Oberfläche der Kugel veränderte, 
so könnte die Bahn auf folgende Weise gewonnen werden. 

In der Seitenwand eines dunkeln Zimmers ist durch ein 

eapterdünnes Blech eine sehr kleine, nicht eine halbe Linie im 
»urchruesser haltende kreisrunde Oeffnung angebracht, durch 
welche ein leuchtender Körner auf eine gegenüberstehende Wand 
einen hellen Punkt wirft. Hinter dieser Wand , welche aus durch- 
scheinendem, auf ein sehr feines Drahtgeflecht aufgezogenem 
Papier besteht, steht ein Zeichner. Dieser kann sich vor dem 
Experiment üben, die Bahn eines durch ein bewegtes Licht her- 
vorgebrachten hellen Punktes auf seiner Papierwand mit Genauig- 
keit zu zeichnen. Hierauf lässt man Nachts bei Windstille und 
in geeigneter (bedeutender) Entfernung vor der dunkeln Kammer 
vermittelst eines groben Geschützes (Bombe) die obeu beschrie- 
bene leuchtende Kugel ihre Bahn durch die Luft beschreiben und 
der Zeichner zeichnet solche auf seine Wand , welche zu diesem 
Behuf vertikal stehen und mit der Ebene der von der Kugel be- 
schriebenen Curve parallel sein rauss. Die gezeichnete Bahn 
wird dadurch der wirklichen vollständig ähnlich und zeigt sich 
bloss in umgekehrter Lage. Beschreibt der helle Punkt auf der 
Wand in einer Sekunde den Weg von einem Fuss, so kann ein 
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auch nicht sehr geübter Zeichner die Bahn gar wohl mit Genauig- 
keit aufzeichnen. 

Es ist klar, dass der gesuchte Widerstand eine Funktion von 
der Geschwindigkeit v des Mohlis ist. Die Formel 

Bs.B*z 1 a»z 
P —V ' 2(3*1)* — 2 9 °' (o*:) a 

gibt jedoch denselben nicht als reine Funktion von r, sondern 
untermischt mit den Abscissen x. Man hat jedoch z in Funktion 
von x, oder zz=zf(x)> wodurch auch v sich als eine solche dar- 
stellt, d. h. 

I 

v=\f\+~(k 2 =:(p(x). 
Man wird daher aus dieser Gleichung und aus 

x eliminireu, um ß in Funktion von v dargestellt zu sehen. — 
Wenn auch nicht die Gleichung der Bahn, so könnte vielleicht 
doch schon nach kurzem Ueberblick, vielleicht erst nach grosser 
Muhe, vielleicht auch gar nicht, eine endliche Form lur den Wi- 
derstand hergestellt werden. 



Praktischer noch und der Probe werth erscheint folgendes 
Verfahren, welches zu gleicher Zeit eine sehr einfache Analysis 
zulässt: 

Indem man ein gutes Feuergewehr 10 — 15 mal mit derselben 
Ladung versieht, bestimme man vermittelst des ballistischen Pen- 
dels auf einer horizontalen Ebene (Thal) bei Windstille und nach 
jedesmaligem Abfeuern die Geschwindigkeit der Kugel für ver- 
schiedene Entfernungen*). Um möglichste Gleichheit der Um- 
stände herbeizuführen , wird man ein gutes, trockenes und gut 
gemischtes Pulver in völlig gleichen Quantitäten gebrauchen. Die 
Kugeln müsset) vollständig rund und gleich schwer sein und dür- 
fen nicht aus einem solchen Rohr geschossen werden, welches 
dieselben angreift. Nach jedem Schuss muss die Flinte wieder 



*) Für die ernten Schüsse wähle man die kürzesten und gradations- 
m H.k»' für die später folgenden die gsüsseren Entfernungen. Beim ersten 
Schuss jedoch stelle man das Pendel nicht unmittelbar vor die Mün- 
dung des Kohrs, wegen des noch auf einige Weite wirkenden Pulver- 
dampfes. 
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gereinigt werden, so wie man auch den ersten Schuss leer, d. h. 
nicht zur Beobachtung gehurig , thut. Das Pflaster muss passend 
und für alle Schüsse gleich sein; die Flinte oder auch nur deren 
Kohr werde sehr fest angeschraubt. — Um sich aber von der 
Gleichheit der Umstände zu überzeugen, wird man 4— 6 Schüsse 
in gleicher Entfernung thun und zusehen, ob sich stets die gleiche 
Geschwindigkeit zeigt. 

Die Bahn der Kugel kann man geradlinig und als Abscissen- 
axe x annehmen, wo man den Anfang vom Schiessstandpunkt 
aus zählt. Je kleiner die Geschwindigkeit t> wird, desto grösser 
ist die Abseisse x, und wir können desswegen die letztere in 
Funktion der erstem ausdrücken, und zwar durch 

1 

x — 



oder 

1 

Bezeichnet man die zusammengehörigen Beobacbtungswerthe von 
x und t? je durch x x und t x ; x % und r 2 ; «r 3 und t? 3 u. s. x w., so 
lassen sich folgende Gleichungen formiren, aus denen die Coefli- 
cienten £<>, f i$ • berechnet werden können: 

*o + + WiH = — » 

•6+ HH+hto? + W ••• =~ » 

1 



Nun ist aber, wenn man den Luftwiderstand durch y bezeichnet, 
nach den bekannten Lehren der Mechanik 

a 0 =- y , 

v—Zx. 

Stellt man x durch <p(v) dar, und S»qp(r) durch <p'(r), so hat 
man 

dx = <p'(v)Bo. 

oder 
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t> = — (p'(r)y 



und 



Es ist aber 



und 



folglich 



g t +2f a p-f-3f a p g ... . 
* W ~~<«b+«iH-V 4 +V*...:)*' 



y — f, +2e a r + ab- 



weichen) sich leicht die Form geben lässt: 

y=pv +/*c* +p 3 v 3 +P4» 4 + 

Nehmen wir auf einen Augenblick an , y enthalte bloss das Glied 
so können wir auf die zwischen jr und v existirende Glei- 
chung dadurch zurücksteigen , dass wir die beiden obigen Glei- 
chungen der Bewegung mit einander multipliciren. Sie geben 

vov — — yc x 

und 

Q vdo 1 vdv 



deren Integral ist: 



Es ist zu gleicher Zeit xsjPj und o = r l , und desswegen 
X ~~ Xl = I\m -2) (r^ ~~ ry^-*) * 

< 

Ist ro^2, so wird für t?=0 die Entfernung x s. . 

Ist iw=2, so wird der Nenner m— 2=0. Allein die unmittel- 
bare Integration gibt 
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1 . t?t 
x — *i = plog-^ . 

Auch in diesem Fall ist für e=0 die Entfernung x =oo * d. b. in 
beiden Fällen wird die Kugel nie zum Stillstand kommen. Ist 
aber m < 2 , so hat man 

Hier ist nun fär r=0 die Entfernung 



wird aber desto grosser, je mehr sich m dem Werthe 2 nähert. 

In der That, je grfisser m wird, desto kleiner wird der Wi- 
derstand / ; - Pv m bei abnehmender Geschwindigkeit 9$ und ist 
diese Geschwindigkeit eine unendlich kleine Grösse der ersten Ord- 
nung geworden, so ist schon bei m = % 2 der Widerstand eine 
unendlich kleine Grosse der zweiten Ordnung. 

Hat daher der Widerstand y die Form 
y=/V» + /> 2 r« + P a c<»...., 

wo keiner der Exponenten m, n, o kleiner ist als 2, so wird 

auch noch in diesem Fall die Kugel nie zum Stillstand kommen. 
Könnte nun durch Beobachtung nachgewiesen werden, dass ein 
Mobil durch den Widerstand der Luft allein wirklich zum Still- 
stand gebracht wird, so würde daraus folgen, dass y wenigstens 
ein Glied enthalten muss, in welchem der Coefficient von v klei- 
ner ist als 2. 

Lasse ich aber einen Pendel schwingen, bei dem die Schwere 
bekanntlich das Bestreben äussert, dasselbe fortwahrend die glei- 
chen Schwingungen beschreiben zu lassen, und bei dem ich die 
Reibung durch eine Messerscharfe nach der Vorrichtung Taf. III. 
Fig. 3. wohl gänzlich beseitige, so wird man schon nach einigen 
Stunden vollige Ruhe gewahren*), ein Beweis dass das Neuron'" 
sehe Gesetz, welches m = 2 setzt, unrichtig ist. 



*) Eine mitteilt einer hölzernen Kugel gemachte Beobachtung hat 
die Ruhe nach Verfluss von 5 St. 2 M. nachgewiesen. Das Pendel war 
70,4 Par. Zoll lang, die Kugel hatte im Durchmesser 5,09" und wog 
3 Pfd. 12Lth. Württemhergisch ; das Pendel wurde Anfangs um den 
Winkel von 5° 56' aus der vertikalen Lage gebracht. 



Theil XX. 1« 
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Die leichteste und schärfste Beobachtung lässt das Pendel 
zu, allein sie führt eine sehr schwierige Theorie im Gefolge. 

Man lasse nerolich eine Kugel an einem möglichst dünnen 
Drathe, mit angemessenen Dimeusionen und an geeignetem Orte, 
schwingen, und beobachte die durch den Luftwiderstand stetig 
verringerten Ausschlagwinkel. 

Es sei (Taf. III. Fig. 4.) A der Aufhängepunkt , AZ eine Ver- 
tikale, AC~r die Verbindungslinie des erstem mit dem Centrum 
C der Kugel, AM eine andere Gerade an ein ganz beliebiges 
Element <IM derselben. 

Dieses Element dM wird von der Schwere g nach der verti- 
kalen Richtung MG sollicitirt, und zwar mit der bewegenden Krallt 
gqdM , wenn wir die Dichtigkeit der Masse =o setzen. Die Be- 
wegung der Kugel aber können wir vermittelst der Moroenteu- 
gleichung bestimmen. Wir zerlegen daher die Kraft gqdM in 
zwei Kräfte, die eine nach der Verlängerung von AM , die andere 
nach der auf derselben Senkrechten ML. Die erstere wird im 
Aufhängepunkt zernichtet, die andere aber ist 



wenn wir den Winkel MAZ gleich w setzen. Setzen wir AM—R, 
so ist die Geschwindigkeit des Elements <IM gleich Rdw, wobei 
wir uns die Kugel von der Vertikalen AZ sich eutfernend, oder 
kurz steigend, denken. Folglich ist das Wachsthum an bewegen- 



weiche Grosse nach D'A lern bert's Lehrsatz negativ in Rechnung 
zu bringen ist. Da wir die von AZ sich entfernende Richtung 
positiv nehmen, so ist die Kraft 



gleichfalls negativ zu nehmen. 

Die von diesen Kräften herrührenden Monientensummen sind 
daher 



Ueberdiess wirkt auf die Kugel noch der Widerstand der Luft, 
und zwar verzögernd. Setzen wir den absoluten Luftwiderstand 
= y, so können wir uns denselben im Centrum der Kugel ange- 
bracht denken und somit haben wir für dessen Moment 



gqdM.smw, 




=gQRdM&hD, 



ggdM .sintr 
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Somit haben wir endlich die Gleichung ' 

p J* dMR*B*u> + q<; C /;rf^/sino?+i7=0. 

Ziehe ich aber die senkrechte Linie MN, so ist MN—R&\\\w 
and das Glied 

Rdm\nw = Q f*MlS.dN. 

Bekanntlich ist aber p J* MX.dJU gleich dem statischen Momente 

der ganzen bewegten Masse q M in Beziehung auf den Schwer- 
punkt. Ziehe ich daher CP senkrecht auf AZ, so ist 

p J* RdMa\oic-= qM.CP = QlHrs'mB, 

wenn wir den Winkel CAZ=d setzen. 

Da nun auch 3 a ec=c 2 ö, so gestaltet sich unsere Gleichung 
wie folgt: 

pö*0 J* R*dM+QgMrs\nd+ry=zQ. 

p I RPdM ist aber das Trägheitsmoment der Kugel in Bezie- 
hung x auf eine durch A gehende Axe. Ist die Kugel hohl und 
ihr äusserer Durchmesser = A, so wie ihr innerer =a, so 
hat man 

p J* R*dM = p [j| it{A*-a*) + j xr* {A*-a*)\ . 
Setzt man das Verhaltniss = k, so ist 



/4 r2 1— Jfc* 1 

R*dM= 3 9 nA>{\ — A- 3 ) |j ^ • j-^ \ r» | 



Gleicherweise ist 



Netze ich nun 



Q M = ±Q7*AHl-k>). 



18* 
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so nimmt die Differentialgleichung die Form an: 

1 



1) 8«ö+f-8lnö + ~ M y = 0. 



Ist A gegen r sehr klein, so ist beinahe l=r. Es ist aber / die 
Länge des mathematischen Pendels, d. h. desjenigen, bei dem 
man sich die Masse in Einem Punkt vereinigt denken kann, und 
der mit dem physikalischen gleiche Schwingungen macht 

Ist die Kugel im Sinken begriffen , so nimmt der Zuwachs 
8*0, so wie auch die Schwere g> das entgegengesetzte Zeichen 
an, während y das seinige beibehalt. Diess lauft aber darauf 
hinaus, die Zeichen der beiden ersten Grossen zu belassen, hin- 

f regen dasjenige von y zu ändern. Demnach hat man für die fal- 
ende Kugel nie Differentialgleichung 



2) S 2 Ö + ^sin0-^y=O. 



Der Luftwiderstand y ist, wie wir oben gesehen haben, eine 
Funktion von e, und wir setzen sie auch in obiger Form, nemlich 

y = fr r + + 

Für unsern Fall haben wir aber 

t> = r80, 

demnach 

y = Pl rde+p % r*B6* +#,rW + 

Das Neuton'sche Gesetz kennt nur das zweite Glied dieser 
Reihe, und es ist auch zu vermuthen, dass bei weitem der 
grösste Theil des Widerstandes auf Rechnung dieses Gliedes 
kommt. Wir suchen daher vorerst unsere Differentialgleichungen 
für den Fall des Neuton'schen Gesetzes zu integriren. Setzen 
wir daher 

?=JV» = #V*dP und ^=\u; 
so ergeben sich 

3) 8*0+^8in0-!ti3d*=O 
für die fallende, und 
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4) + 9 B\nO+l udd *=° 

für die steigende Kugel. 

Das Integral der erstem ist: 

80»=ttCe« w + (i|^/(c««Ö + Ksinö), 
und der letztern : 

80»=-«C~»« + (cosö-usinö), 

wo C die willkürlichen Cunstanten vorstellen. 

Für das erste Integral bestimmt sich die Constante aus der 
Anfangsgeschwindigkeit 8(9, die man =0 nimmt, und ftEr das an« 
dere aus der Endgeschwindigkeit, die ebenfalls =0 ist. Ist für 
den ersten Fall der beobachtete Winkel d=6 n und im andern 
6=0«+i, so ergibt sich 

5) 8ö*= ~^. 2)l [;cosÖ + usinö - (cosö„ + u*m6 n ) e^' 0) ] 

und 

6) 80* = ^^fcosö— tisinö — (cosö«+i- usinö«+i)e" (e «+i" d) ] . 

Betrachtet man die Geschwindigkeiten zweier auf einander 
folgenden Zweige, so müssen dieselben im tiefsten Punkte, wo 
6—0 ist, einander gleich sein. Diess liefert die Gleichung 

cosö,,-f »sinfln _ j4ßm**»H > 
cosÖB+i— usinön+i 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung von u. Gibt man n aber 
verschiedene Werthe, d. h. zieht man nach und nach viele oder 
alle Beobachtungen herein, so kann u vermittelst verschiedener 
Gleichungen bestimmt werden. Weisen sich alle u gleich aus, 
so ist das Neuton'sche Gesetz das wahre, wo nicht, so ist es 
unrichtig. 

Zu diesem Zwecke sind mit einer Hohlkugel in der grossen 
Stadtkirche zu Tut tli n gen zwei Beobachtungen gemacht worden, 
und ich halte es nicht für überflüssig, die dabei beobachtete Me- 
thode auseinanderzusetzen. Der Prath wurde so) dünn genoro- 
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inen, dass dessen Einflusg auf die Oscillationen unmerklich sind, 
jedoch nicht in solchem Grade, das« er durch die verschiedenen 
Anspannungen verschiedene Dimensionen angenommen hätte. Um 
die Ausschlagwinkel mit Schärfe zu bestimmen, war es durchaus 
nothwendig, dass nach jedem Zurücksinken der Kugel durch 
irgend eine Vorrichtung sich eine Ruhe einstellte (die Ruhe des 
zurückgehenden Drathes ist nur momentan), in der man an einem 
Lineal den Schenkel jenes Winkels zeichnen kann. Diesen Zweck 
unterstützte der glückliche Umstand, dass man die kleineren 
Ausschlagwinkel als weniger brauchbar verwerfen kann , weil nur 
die grossem wegen ihrer grössern Differenzen sichere Resultate 
gewähren. 

Man schlägt nemtich in ein vollkommen geebnetes, mit seiner 
Ebene vertikal stehendes und gut befestigtes Brett einen möglichst 
dünnen Stift völlig senkrecht auf die Brettebene. An diesen Stift 
wird, etwa eine Linie vom Brett entfernt, der die Kugel tragende 
Drath mit einer einfachen Schlaufe angehängt, und der Kugel eine 
solche Schwingung gegeben , dass der Drath stets mit dem Brett 
parallel lauft. Vorher aber wird auf den Stift folgende Vorrich- 
tung geschoben: 

Man verfertige sich aus Kartenpapier oder starkem dop- 
pelt zusammengeleimten Notenpapier eine zweifach ausge- 
schnittene Scheibe in angemessenen Dimensionen. A (Tal III. 
Fig. 5.) ist der kreisrunde kleine Ausschnitt, durch den der Stift 
kommt und in dem eben dieser Stift noch einige Spannung hat. 
Durch den Mittelpunkt in A werden zwei einen Winkel von etwa 
30° bildende Gerade DC und BE gezogen. In B und C werdeu 



ansieht L zeigt, angeleimt, wobei aber die durch die Dreieck- 
chen bestimmten Flächen genau senkrecht auf der Ebene der 
Scheibe und übrigens so stehen, dass die Linien DC und HE 
durch diese Dreiecksflächen gehen. Der W T inkel DAE wird durch 
die Linie FG ungefähr in zwei gleiche Theile getheilt und das 
Dreieckchen FGH heraus geschnitten, wo dann FG das Lineal 
bildet. Diese Scheibe wird ganz an das befestigte ebene Brett 
angelehnt und kann sich leicht um den Zapfen A bewegen, bleibt 
aber augenblicklich stehen, so bald die auf dieselbe wirkende 
Krall aufhört. Hierauf lasse man die Kugel in völliger Ruhe (ver- 
tikal) hängen, und bexvege die Scheibe DEBC zweimal so, dass 
die Stifte B und C den Drath berühren , drücke dieselbe (die 
Scheibe) jedesmal mit der linken Hand an das Brett und mache 
mit einem fein gespitzten Bleistift an dem Lineal FG eiue Linie 
auf das an das Brett aufgeleimte Papier. Diese Linien verlängere 
man zur Unterscheidung noch etwas über F hinaus, weil sie die 
Fundamentalschenkel der zu inessenden Winkel bilden. Hieraul 
lasse man die Kugel unter einem Winkel von etwa 00° so in die 
Höhe halten, dass der Drath bei fortwährender Anspannung durch 
den Mittelpunkt derselben geht. Der Drath aber wird die beweg- 
liche Scheibe an einem der Stifte B oder C seitwärts ziehen, und 
in der Ruhe angelangt, wird man sie mit den Fingern der linken 




hte Stifte, deren Seiten- 
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Hand andrücken, und am Lineal seine dritte Linie ziehen. Hierauf 
lässt man die Kugel ruhig fallen, und im Fall wird der Drath am 
andern Stift die Scheibe auf die andere Seite schieben, und nach 
seiner Zurfickweichung dieselbe auf einige Zeit in Ruhe lassen. 
Diese Ruhe benutzt man, um am Lineal die vierte Linie zu zie- 
hen; dabei aber wird man sich beeilen, der Scheibe durch Auf- 
heben der linken Hand die Freiheit nieder zu gehen, damit sie 
abermal geschoben werden kann, um nieder in Ruhe zu gelan- 
gen. So wird man sich so viele Linien zeichnen, als man Win- 
kel nöthig zu haben glaubt, ja man wird für eine zweite, dritte 
u. s. w. Beobachtung stets nur ein neues Papier an seinen vier 
Ecken auf das Brett ankleben. Das jedesmalige Schieben der 
Scheibe bedarf einer so geringen Kraft, dass der Drath nicht 
merklich gebogen wird, wovon man sich leicht überzeugen kann. 
Zuletzt wird sich folgende Zeichnung (Taf. III. Fig. 6.) darstellen: 
AB und CD sind die beiden Fundameutalschenkel. Die von der 
Vertikalen rechts abliegenden Winkel des Pendels liegen hier von 
CD links und werden auch von CD an gemessen. Die übrigen 
liegen rechts von AB und werden auch von AB an gemessen. — 
Auf solche Weise wurden folgende Resultate erzielt: 
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Beobachtung den 24. September 1849. 



Erst» 
Winkclbeobachtuni 



6 l =55045' 
0* = 52°30' 

0 3 =50° 15' 

0 4 = 47°10 # 

0 5 =45<>15' 

0« =430 

0 r =41° 15' 

0 8 = 39°30' 

6 9 =3/050' 
0 1O =360 20' 



0„ = 



Ö I<2 = 33045' 
0 13 =32040' 
0 14 =31°2O' 0 34 = 



0 2 | 
0* 

0a» 

0 27 

028 : 
0 M : 

0 3 0 = 

031 = 
03^ 
033 



0 15 .= 30015 
0 ia = 29o3O' 
0 ir = 28°30' 
0i 8 =28o 
0 19 =27o 
0 2O =26015' 



036 : 
036 ' 
037 
038 : 



25° 30' 

25° 

240 15' 

23°45' 
23° 
22o 30' 
21°45' 
21°30' 
20°45' 

• 

:20O20' 

19°45' 
190 30' 
18045' 
18o 30' 
18° 

17050' 
17°25' 
17° 15' 



Zweite 
Winkelheobachtunc. 



0i 
0a 
0s 

04 
% 

0a 
ßj 

e 9 

0JO 

0ii 

012 
013 
014 

0,6 
01« 

0ir 

018 
019 

0*o 



0-21 
0*2 
023 



63° 50' 

: 590 30' 
:56" 

52° 45' 0 24 
50o L, 

48° |026 
450 15'! 0^: 

43» 15' 0 M : 
4Jo 

: 39045 



029^ 
0 3O : 



=370 50' 0„ = 



36»45 
: 350 10' 

: 33045 

=32°40 
: 31030' 

:30°30' 



'31 

032 = 

033 : 
034" 
03, 

036 = 

037 : 



.29° W 0 38 
:28°45' 0 89 

= 280 



04O = 



270 

26O30* 

25Ö45' 

25° 

24020' 

23o 40' 

23° 

220 3fr 

220 

2P30' 
210 

20°30' 
20o 
19° 45' 
190 15' 
19° 

180 30' 
18° 15' 
170 45' 
17o 30' 



Pendellänge (bis zum Centrum der Kugel) =27', 577 Wfirttemb. 
Aeusserer Durchmesser der Kugel =l',034. 
Gewicht derselben = 8 Pfund 12% Loth Wurttemb. 
Barometerstand 24" 4 l / 9 m . 
Thermometerstand + 11° Heaumur. 
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Es wurde auch mit einer zweiten massiven Kugel in der Grösse 
einer Kegelkugel eine dritte Beobachtung angestellt; allein sie 
bietet wegen der dabei vorgekommenen Eile so wenig Zuverläs- 
sigkeit dar, dass ihre Angabe hier fuglich weg bleiben mag. 

Vergleicht man die beiden obigen Beobachtungen mit einan- 
der, so bemerkt man, dass ß* der zweiten nur um IV grosser ist 
als 0, der ersten, und dass die nachfolgenden Differenzen selten 
um mehr als 15' schwanken, und zwar hat die zweite Beobach- 
tung das stete Bestreben, ihre 6 um ] 5' höher anzugeben; ja die 
letztbeobacbteten Winkel zeigen dieselbe Differenz (Ii)'), ein Be- 
weis, wie gut die Kugel geschwungen hat. Die einzige Ausnahme 
machen 6a = 47°10 / und 0 6 =48°, wo sich ein grösserer Beob- 
achtungsfehler eingeschlichen hat. 

Die vorkommenden Abweichungen von der Differenz =15' 
rubren Oberhaupt von Beobachtungsjehlern, so wie auch von der 
nicht strengen Messung her, denn die letztere geschab mittelst 
eines Transporteurs , welcher bloss in halbe Grade abgetheilt war. 

Bildet man für beide Beobachtungen eiue erste Differenzen- 
reihe, indem stets 0 n fi von 0* abgezogen wird, so- überzeugt 
man sich bald, dass diejenige der zweiten Beobachtung mehr 
Regelroässigkeit zeigt, als diejenige der ersten. Wir benutzen 
daher für unsere Untersuchung die zweite Beobachtung als die 
zuverlässigere. — Formirt man aus der ersten Differenzenreihe 
nochmals eiue zweite, so kommt in derselben ein gar unregelmäs- 
sigcs Schwanken, d. h. ein solches Fallen und Steigen zum Vor- 
schein, welches in Wirklichkeit unmöglich ezistircn kann. Diese 
Bemerkung bietet ein ziemlich genaues Correktionsmittel dar. Man 
bildet sich nemlich aus der zweiten Differenzenreihe eine neue 
zweite Differenzeureihe, welche fallend ist, aber beim Anstel- 

(ren auf die erste Differenzenreihe und von dieser auf die Ursprung- 
iche Reihe, in der letztern keine Winkel erzeugt, welche von 
den beobachteten zu sehr verschieden wären. Wir gewinnen dem- 
nach unsere corrigirten 0 vermittelst folgender Reihen: 
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Ursprungliche Werthe. Neue Werthe. 



0 



6 t =63° 50' 
0 a =59°3ü' 

0 5 =56° 
0 4 =52° 45' 

0 6 =50° 
0« = 48° 
6 7 = 45° 15' 

0 8 =43° 15' 

0 9 =41° 
0 lo =39°45' 

0 12 =36°45' 
0 l3 =35°JO 
0 14 =33°45 
0 14 =32°4Ö 
0, 6 =31°3O 
0 ir =3O°3O' x- 
0 ie =29°3O' 1° 
0i« = 28°45' 
040 = 28° 
Ö 2l =27o 
0 M =26°3O' 

fta = 25° 45' 
0 24 = 25° 
0, 4 =24°2O' 
flu =23« 40' 
0^=23° 
0 28 = 22°3O' 
0 W =22° 
0 3O =21°3O' 
0 3l =21° 
0 32 = 2O°3O' 

033=20° 

0 34 =19°45' 
0 35 = 19°15' 

0 37 =18°3O' 
Ö 38 =: J8°15' 
0 39 r= 17°45' 
^=170 30' 









All 

Ali 


— — 

4° 20' 






4° 20' 


3° 30' 


50' 


50' 


3° 30' 


3° 15' 


15' 


30' 


3° 


2° 45' 


30' 


18' 


2° 49' 


2° 


45' 


12' 


2°30' 


2°45' 


-45' 


10* 


2° 20' 


2° 


45' 


10' 


2° 10' 


2° 15' 


—15' 


10' 


2° 


1°15' 


1° 


10' 


1°50' 


1°55' 


-40' 


9' 


l»41' 


1°5' 


50' 


9' 




1°35' 


—30' 


9' 


1°23' 


1»25' 


lO' 


9' 


l<>14 y 


1°5' 


20' 


8' 


1° 0' 


1°10' 


— 5' 


6' 


1° 


1° 


10' 


4' 


56' 


1° 


0 


2' 


54' 


45' 


15' 


2' 


52' 


45' 


0 


2' 


50' 


1° 


-15' 


2' 


48' 


30' 




2' 


40' 


45' 


-15' 


2' 


44' 


45' 


0 


'2' 


42' 


4(y 


5' 


2' 


40' 


40' 


0 


2' 


38' 


40' 


0 


2' 


30' 


30' 


1fr 


2' 


34' 


30' 


0 


2' 


32' 


30' 


0 


2' 


30' 


.i0 


0 


r 


29' 


30' 


0 


i' 


28' 


30' 


0 


i' 


27' 


15' 


15' 


i' 


26' 


30' 


-15' 


1' 


25' 


15' 


15' 


V 


24' 


30* 


-15' 


r 


23' 


15' 


15' 


i' 


22' 


30'; 


-15' 


i' 


21' 


15' 


15' 


i' 


20' 



e 



0* 

0 4 =53° 

0« 

% 
0 9 

#10 

01 f 



63°50' 
ögoSO 7 
56° 



0 12 = 

013 = 

014 = 
0,5 = 
016 = 

019 = 

020 = 

?21 = 

023 = 
ö 23 = 

024 = 
02» 
02« 
027 
028 
029 = 
030 : 

032 ■ 

033 : 
034 
033 : 
03ö ; 

037 : 

038 : 

039 = 

040 : 



50° 18' 

:47°48' 
45° 28' 
43° 18' 
41° 18' 
39° 28' 
37° 47' 
36° 15' 
34°52' 
33°38' 
32° 32' 
31°32' 
30° 36' 
29042' 

28° 50' 
28° 
27° 12' 
26»26' 
25°42' 
25° 
24° 20' 
23° 42' 
23° 6' 
22° 32' 
22° 
21°30' 
21° 1' 
20° 33' 
20° 6' 
19°40' 
19° 15' 
18°51' 
18° 28' 
18° 6' 
17°45' 
17° 25' 
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Ist nun tu ein Werth , der die Gleichung 

cosöa+tw infl, •l«»+*,.f l ) 
co80*+i — ttsin6Vfi 6 

beiuahe befriedigt, so ist der ( Korrektion« wer th 



II 



22. 
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+ 
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=" 

<ä 

a 
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c 

0* 
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n 
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3 
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22. 
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Auf solche Weise arbeitet man «ich zu den Werthcii hin: 



«! =0,090184 zwischen 6 V -ft, 


=0,083951 


»» 


0» — 03 » 


«3 =0,081468 


n 


03 —04» 


u t =0,882195 


»» 


04 — 05» 


w» =0,084885 


,, 


0& — 0« » 


« 6 =0,088090 


» 


0« —0?» 


u r = 0,090090 


»» 


07 — 08» 


=0,092548 


»» 


0 8 -0„, 


=0,093397 


»» 

■ 


69 — 010 » 


« 10 =0,094023 


»* 


0io — 011 » 


u n =0,093487 


»i 


011—012» 



so wie noch 

u l6 =0,0814792 „ 6 i6 -6 ir 

und 

- m 41 =0,0902923 „ e u — 0 22 .. 

Aus der Verschiedenheit dieser VVerthe von u geht klar her- 
vor, das 8 dasNeuton'scheGesetz nicht das rieht ige ist, 
und es handelt sich nun darum, das wahre Gesetz der Natur dar- 
zustellen. 

Den sichersten Weg, der uns zu unserm Zwecke fuhren kann, 
bietet der Umstand dar, dass der niedersteigende und aufstei- 
gende Zweig der Bahn, wofern beide aufeinanderfolgend oder zu- 
sammengehörig sind, in ihren tiefsten Puokten gleiche Winkel- 
geschwindigkeiten de haben. 

Hierzu bedürfen wir aber der vollständigen Integrale der bei- 
den Gleichungen 2) und 1). Für 2) (niedersteigend) setzen wir 

7) 80* = Xn + «! (0»-0) + + « 3 (0« 3 -0 8 ) + 

* 

und fiir 1) (aufsteigend) 

8) o0«= r. + i + A (0*+i-0) + M**i - e*) + A -0') + 

indem 
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Xn = (T+^Z l C0SÖ + USm6 ~ (C0SÖ " + M8inÖ »)«"" (W "" < ' > ] • 

>n +1 = ^^ / [co8Ö-i48ind-(cosd w+1 --i«inÖ B H)«" ia " +1 " ,,> ] ; 

und wo n jede ganze Zahl vorstellen kann , hingegen or m und /3m, 
so wie u noch zu bestimmende Coeflicienten sind. Für 0=0 sind 
je beide Werthe von BS einander gleich. So viele Werthe man 
daher n zuweist, so viele Gleichungen werden aus 7) und 8) ent- 
springen, welche zur Bestimmung der Coefücienten a m und ß m 
dienen. Diese Gleichungen sind: 



*i + «i öi +«20^ -fa.0», ... = l\ + ft 0 2 + h&% + M'z • 

+ «A+o^-f c^V- = F, + ft03 + fcft + &0 3 s , 

9) + a, ös+a»^ + «30 3 3 ... = Y 4 + fr Ö 4 + &0 2 4 +M S 4 



wobei aber jetzt 

Xn = ^y|f ^ [ 1 - (cOSÖn + U8'mdn)e- U9 *] , 



"(I+M^P ~ (cosÖ» f i— tisinÖ»+t)e "+»] . 

Die oben gefundenen Werthe von u sind offenbar grösser als das 
wahre u, denn jene geben den ganzen Widerstand y = - n m t % $ 

wahrend \ m> a nur einen Theil desselben darstellt. Das wahre ti 

ist demnach kleiner anzurechnen, als der kleinste Werth u m . Ge- 
setzt, es sei ein Werth m, der dem wahren so nahe kommt, dass 
man von der Correktion h alle höheren Potenzen vernachlässigen 
kann, so gehen dadurch obige Gleichungen 9) über in: 
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10) 

Ar 1 +a«jr l A+« 1 e 1 +« t ö« 1 ..= r t +a.r,HAM-M* 



Diese Gleichungen verschaffen uns zuerst eine Relation zwischen 
er, und /?|. Je mehr neniiich die Winkel 6 m abnehmen, desto 
kleiner werden auch die Differenzen zwischen je zweien unmittel- 
bar auf einander folgenden ; und sind sie unendlich klein gewor- 
den, so sind jene Differenzen unendlich kleine Grössen der zwei- 
ten Ordnung. Demnach kann man, wenn 6 n und 0 m +i unendlich 
klein gedacht werden, setzen 

$„ = o n + t , 

so wie 

s\nO n = s\nßn f i = On , C08Äi = cosÖ ( i+ l = 1 . 

Macht man in A'., und f»fl» «o wie in den entwickelten 
Werthen d u X n und B»Yu+i» diese Substitutionen, so erscheint in 
denselben 6 weder in der Potenz Null noch Eins, sondern nur in 
höhern Potenzen. Die letzte der Gleichungen 10) wird daher, da 
gegen d 1 » alle übrigen Potenzen verschwinden: 

c l ön=|3 l ön+ l oder = 

Zieht man unter den Gleichungen 10) die zweite von der ersten, 
die dritte von der zweiten und so je die nachfolgende von der 
vorhergehenden ab, so erzeugen sich unter anderen die Diffe- 



A'n-i — X„ , 

1 1« *n \ i » 

duXn-i— d*X n , 

Ob l n — Cu *{n+l). 

Xn-i und CuX n -i entstehen beziehungsweise aus X n und 
t„Ä„ dadurch, dass in letztern lt„ einen Zuwachs Bn-\~-6m so 
wie I und du Y u aus Y n \\ und du ) » f i dadurch , dass in letztern 
Ö«fi einen Zuwachs 8 H — erlitten hat. Wir können daher 
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obige Differenzen nach dem Taylor sehen Lehrsatze entwickeln, 
wobei wir die dritten und hohem Potenzen vernachlässigen kön- 
nen * dagegen die Quadrate desswegen noch beibehalten müssen, 
weil die ersten Differenzen ß l — ß t , 0 a — #3, u. s. k. nicht so sehr 



klein sind (ö t - = ^ 
Es ist daher: 



e 



? 



+ 



3> 
a 



CD 



I 

II 

? 



r j 



I 

+ 

50 



— 



I 

I 

a 



? r 
? 1 

ii 11 

f 

I 

? 



* 
I 

r 

+ »* 

Ol 



IC 



t 

l 



Nun aber ist unter Vernachlässigung derjenigen Glieder, welche 
die CoefBcienten {e — l 7° m) * u und ( — "" 0 Ö "±^ « haben : 



2 
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* ■ 

S\ ti r. +1 =^e' 8 -+..c«s« Ml ; 
8«0\jr a ]=— ^ e" UÖ " (sind« +e«C08Ö B ) ; 

Ö B [S\ +1 F„ +1 ]= 1 (8inÖ B+1 + e m hcosö.-h) . 

80 ergibt sich endlich die, alle aus 10) entstehenden Glei- 
chungen repräsentirende Gleichung: 
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iT 



r 



8 



i 
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i .* + x , LS 
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+ I £ + J T 
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Theil XX. jy 
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Ich raultiplicirc diese Gleichung mit sr , lasse aber 3— und 

ßml 

^— dennoch durch a m und ß m dargestellt sein, wobei man her- 
nach, um die ursprunglichen a m und ß m wieder herzustellen, die 
gefundenen VVerthe noch mit j zu multipliciren hat. Hierauf 
setze ich 

—e ■ — 6n) l sin6 a + ^ cosö« (0«-! - h m ) J 

+ [sintf„ +1 +.7CO80„+ 1 (& II — 0„ +1 )]=:A,, 

e~ w0 » (^.j [ö„sin6„ + ^ (sind, + 0«cos6„) (0,,-i -6.)] 

+e"Vi(0,^ M 4 1 )[0^ 1 sin^ 

Diese beiden Grössen nehmen durch Entwickelung der Exponen- 
tialfunktionen e~ u9a und «J l, * n + , in 1 — u0 H und l-ft/0i»fi und 
unter Vernachlässigung der Produkte u(ßn-\— 0 n ) 2 und u(ß n — 0»-4i) 2 
eiue zur Auswerth ung bequemere Form an. Setze ich 11 em lieh 

«tn-t -0n) [Sinö, + | COS** {0n- X - = Pn , 

(6.-, -6«) [ff^'inbn + ^ (0„cos0,, + sintf«) — 6.) ] = Q» ; 

«0n — (fn )sinö n = /> M , 

k6*„ — ^sin^ = 0„ ; 

so ist 

Am = + />n+i - ^ + />« , 

und dabei kann man noch bemerken, das« 

Qn = 0 n .Pn + £ -««O'sillfl», 
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setze ich ferner 

ttn-i — Hu — J l n , 



ho aber, wie man sieht, J m n nicht mit der witen Potenz von d H 
zu verwechseln ist, so geht endlich die Gleichung 12) über in 

13) An + B n h + +4*«uß% + 4*n+iß 9 

— d l n ag — — A* n *z = 0 . 

Dies ist die Gleichung, aus der ich nach und nach durch Setzung 
aller ganzen Zuhlen, von 2 an gerechnet, für n, alle diejenigen 
Gleichungen herholen kann, vermittelst deren sich die Coefficien- 
ten h, a m und ß m bestimmen lassen. 

Ich nehme an, dass die Coeflicienten a m und ß m alle positiv 
sind — eine Annahme, die sich in der Folge rechtfertigen oder 
verwerfen wird — , so folgt hieraus, dass dieselben convergirendc 
Reihen bilden. Denn da jede der Seiten der Gleichungen 10) das 
Quadrat der jeweiligen Winkelgeschwindigkeit (dO 2 ) im tiefsten 
Punkte ausdrückt 1 , so wurde diese Geschwindigkeit für den Fall 
der Divergenz ungemein wachsen, wenn die Winkel 6 zunehmen, 
besonders, wenn letztere einmal die Einheit überschritten haben. 

Unter dieser Voraussetzung können wir uns also auf eine 
gewisse Anzahl jener Coefticienten beschränken. 

Hat man auf diese Weise endlich // , die a m und ß m bestimmt, 
so sind diese letztern Werthc, wie oben bemerkt, noch mit 

-y zu multipliciren. 

Die ortliche Schwere ist 



f/=6 , (l— 2(X) cos^ a ), 

wo Cr die Schwere unter dem Pol und tf; die Breite des Orts ist. 
Filr Paris aber ist # = 30,1958 Par. Fuss, i//=4«S«U0 / , wahrend 
für Tuttlingen ist t^-=48°. Daraus folgt, dass man auch für Tutt- 
lingen annehmen kann 

0=30,11)58. 



Wir haben ferner gesetzt : 



19* 
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, 2 A* 1-A* 
/=r+ 5 r 



In Pnr. Fuss findet 

m 

r =24.32138 

und 

A=z 0,455965. 
Nun ist da» Volumen der Hohlkugel 

die Dichtigkeit des Tannenholzes 

= 0,555; 

der Par. Cubikfuss reines Wasser wiegt 73 Pfd. 5 L. 1 Q. Wurt- 
tembergisch, während das Gewicht unserer Hohlkugel ist: 

8 Pfd. 12y 3 Loth. 

Demnach ist 

g nA*(\- *3).0,555.Ö365 = 1074. 

Daraus berechnet man 

Iog(l-*»)=0,71(i3-2ö33- 1 



und 



Dicss Alles gibt 



und 



log( J - Je 3 ) = 0,84888153 - I . 



/= 24,32(5019 



2,482593. 

Um aus den so gewonnenen Werthen a m und ß m auf die 
Coeflicienten p m zurückzusteigen , wird man für n einen belie- 
bigen Werth annehmen , und aus 7) die verschiedenen Potenzen 
von Ö0, so wie auch das Differential 3*0 in die Gleichung 2) 
setzen und alle Coeflicienten der verschiedenen Potenzen oder 
auch Funktionen von ß für sich der Null gleich machen. Zu gros- 
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•er gegenseitiger Unterstützung mag es gereichen, wenn man »wi- 
schen 8) und 1) dasselbe thut. 

Das letzte Geschäft aber wird sein, nachzusehen, ob die 
Funktion 

y=p l c f p a c* t^,c 5 f z> 4 o 4 + . .. 

nicht die Rntwickelung einer geschlossenen Funktion von v ist — 
möglicher Weise ein leichtes Geschäft. 



Die einfachste und vielleicht beste Art, zum Zweck zu gelan- 
gen, mochte aber folgende sein: 

Man nehme eine gut gearbeitete aus papierdüunem Blech be- 
stehende Hohlkugel von */ 2 his ' Schuh im Durchmesser, lasse 
sie bei Windstille von verschiedenen gemessenen Hohen fallen 
und beobachte die Fallzeit. 

Hiilt mau eine gewöhnliche Taschenuhr an das Ohr, deren 
Picken V 6 bis % Sekunden anzeigt*), so kann man mit dem 
Zählen der Schläge ganz bequem nachkommen, wofern man 
nur von 1 bis 12 zahlt. Will man aber noch weiter zählen, so 
Hingt man abermal mit 1 an und addirt die neue Zahl zu 12 u. 
s. w. Verschafft man sich nun einen sehr guten und genau regu- 
lirten Chronometer dieser Art, so wird man präcis auf einen 
Schlag desselben die Kugel fallen lassen und die Zeitabschnitte 
bis dahin zählen, wo die Kugel auffällt. Trifft aber der Moment 
des Auffallens uicht mit einem Schlag des Chronometers zusam- 
men, so wiederhole man das Experiment unter Vergrösserung 
oder Verkleinerung der Fallhöhe so lange, bis ein Zutreffen er- 
folgt. Fünf bis acht Beobachtungen, die man in einer Kirche und von 
einem Thurme herab machen kann , genügen. Damit die Kugel 
nicht beschädigt werde, fange man sie durch ein Falltuch, besser 
durch ein weitgestricktes Fallnetz, auf. 

Zählt man die Fallhöhe x vom Anfang des Falls an , und 
setzt die Zeit gleich f, so kann man die Gleichung aufstellen: 

« 

* = \ a 2 < 2 + « 3 < 3 f a 4 f* + .... 



*) Die Uhr ilc* Verfasser« z. II. macht in 1 Minute genau 28H 
Schläge; folglich kann man vermittelst derselben ff» od cr Secundeu 
unterscheiden. 
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deren Coefüeienten a« aus den Beobachtungen leicht zu bestiru- 
men sind. Der Kürze wegen setzen wir 

Bezeichnen wir noch den Widerstand der Luft durch <p(r), so 
hat man bekanntlich die Bewegungsgleichung 

& =Sr— 9(t>), 

wo bc die in Beziehung auf t genommene Ableitung ist. Daraus 
folgt 

= ff — #r . 

Setzen wir ferner 

Bf(t)=f'(t) und m) = f"(t); 
so leiten wir aus x = f{t) ab: 

v-dx=:f'{t) 

und 

Demnach haben wir 

<p(c) = ff~r(t)- 

* 

Wollen wir aber <p(v) In r dargestellt sehen, so müssen wir zwi- 
schen dieser und der Gleichung 

* = f (0 

t eliminiren. 



Bemerkung. Ist <p(t>) = wir/ 2 , so hat man (nach Ohms 
Mechanik I. Thl. S. 342.) 

w„ 
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Entwickelt mau x in eine Reihe, die nach Potenzen von 

I 

t fortgeht, so hat man 

Hat man («rund anzunehmen, dass \ eine sehr kleine Zahl ist, 

so kann füglich mit dem zweiten Gliede abgebrochen werden, und 
sind .r, und /, zwei zusammengehörige Beobachtungswerthe, so 
hat mau 

Sind / a und .r s zwei andere Beobachtungswerthe, so muss, wenn 
das Neutonsche Gesetz richtig ist, sein: 



< 3 , 



< 3 * 
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Venus im grös«ten ttlanze. 

loa 

dem Herausgeber. 



Das vorige Jahr (1852) bot uns das interessante Schauspiel 
dar, dass Venus bei hellem Tage am Himmel glänzte. Im Jahre 
1716 betrachtete das Volk in London diese Erscheinung als ein 
Wunder und als ein drohendes Vorzeichen nahen Unglücks , und 
im Jahre 1750 wurde der nicht minder unwissende Pubel von Paris 
durch dieses Phänomen so aufgeregt, dass es nothig wurde , die 
Hülfe der Polizei in Anspruch zu nehmen, um dem Tumulte Ein- 
halt zu thun*). Der berühmte Halley hat in den Philosophie 
cal Transactions. Nr , 349. die Zeit des grössten Glanzes 
der Venus zu bestimmen gelehrt. Weil dieser Gegenstand nur in 
wenigen astronomischen Werken behandelt worden ist, weil der- 
selbe eine interessante Aufgabe für die Lehre von den Mäximis 
und Minimis darbietet, und weil dabei vielleicht noch Einiges zu 
bemerken sein dürfte, was man bis jetzt unbeachtet gelassen hat, 
so will ich die betreffende Aulgabe im Folgenden auflosen. 

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass sowohl die Ent- 
fernung der Venus von der Sonne, als auch die Entfernung der 
Erde von der Sonne constant sei, was wegen der geringen Ex- 
ceotricitäten der Bahnen dieser beiden Weltkfirper bei diesem 



*) S. Wunder de« Iii nun eis von Li tlrow. \ iertc A u finge. 
S. 2*0. 
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Gegenstände mit hinreichender Annäherung verstattet ist. Ausser- 
dem werden wir zu der näherungs weisen Annahme berechtigt sein, 
dass dio Venns halb von der »Sonne erleuchtet wird, und dass 
dasselbe auch der Fall sein wurde, wenn die Erde ein selbst- 
leuchtender Körper wäre, welcher der Venus sein Licht zusen- 
dete. Alle anderen genaueren Betrachtungen würden im vorlie- 
genden Falle die Aufgabe unnötigerweise compliciren. Dies 
vorausgesetzt, wird nun gewiss alles Folgende vollständig ver- 
wtändlicn sein. 

In Taf. III. Fig. 7. sei die Ebene de* Papiers die durch die 
Mittelpunkte S x , E t , V x der Sonne, der Erde und der Venus 
gelegte Ebene. Diese Ebene werde in dem Halbkreise ACB von 
der erleuchteten Hälfte der Oberfläche der Venus geschnitten. 
Denken wir uns nun eine den um V beschriebenen Kreis in 1) 
berührende Parallele mit EV gezogen, so wird die in Rede ste- 
hende Ebene in dem Bogen BCD von dem der Erde zu Gesiebt 
kommenden Theile der erleuchteten Hälfte der Venus geschnitten. 
Die von der Sonne erleuchtete Hälfte der Venus und den der 
Erde zu Gesicht kommenden Theil derselben wollen wir jetzt 
respective auf die grössten Kreise der Venus, deren Durchmes- 
ser AB und DE sind, projiciren, so ist das Vefhältniss dieser 
Projectionen , wenn wir den Winkel S l V l E l durch a bezeichnen, 
offenbar 



1:^ + l 2 COSft>== l : <)(1 f coso>)=l :cos <a 2 . 

Denken wir uns überhaupt eine erleuchtete Ebene F in zwei ver- 
schiedeneu Entfernungen e und e x von dem Auge, und bezeich- 
nen den Glanz, mit welchem dieselbe dem Auge erscheint, re- 
spective durch tj und n t , so verhalten sich g und tj x offenbar 
eoen so zu einander wie die Grundflächen f und f x der durch die 
Pupille auf die Netzhaut fallenden Strahlenkegel von derselben 
Höhe h, so dass also 
• 

> 

ist. Nun ist aber nach den Lehren der Geometrie bekanntlich 
offenbar 

F:/=e*:A», 

also fe*=f l e l '* y woraus 
daher nach dem Obigen 
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folgt ; d. h. g und g x verhalten sich zu einander unigekehrt wie 
die Quadrate der Entfernungen der Ebene F von dem Auge. Be- 
zeichnen wir daher den Glanz der erleuchteten Hälfte der Venus 
in einer der Längeneinheit gleichen Entfernung von der Erde durch 
<5, den Glanz der erleuchteten Hälfte der Venus in der Entfer- 
nung E von der Erde dagegen durch (Sj ; so ist 

Bezeichnet aber G den Glanz des der Erde zu Gesicht kommen- 
den Theils der erleuchteten Hälfte der Venus in der Entfernung 
E derselben von der Erde, so ist nach dem Obigen offenbar 

<0, : G = 1 : cos ^ o 2 . 

Durch Zusammensetzung der beiden Proportionen 



erhält mau 



©i : G = 1: cos^ <o* 



(P:6'= E*:cos\ <o* 



also 



cos ö) 2 



oder wenn man, was offenbar verstattet ist, © als Einheit des 
Glanzes annimmt: 

1 2 

COS k y CO 

' ;= ~I» — 

Indem wir nun die constaute Entfernung der Erde vou der 
Sonne durch U , die constante Entfernung der Venus von der 
Sonne durch r, den Winkel E i S l V l an der Sonne durch 0, den 
Winkel S t E t Y\ an der Erde durch « bezeichnen, wollen wir 
uns die Frage vorlegen, wie gross der Winkel 0, den wir im 
Folgenden als die unabhängige veränderliche Grosse betrachten 
werden, sein muss, wenn der Glanz 
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6= 



ein Maximum werden soll. 

Bringen wir die vorstehende Gleichung auf die Form 

6' = £~ 2 cos| ;a> 2 , 

und differentiiren dann in Bezug auf ß als unabhängige veränder- 
liche Grösse, so erhalten wir 



a -= 2«£-»cos j • — w - - 2£:-»cos. J a>* w 



oder 



also 



8G r , . 1 1 3w a 1 4 8£ 



aG _sinw 3a, _ - COÄ 2^ BE 
de ~ 2£»'8ö 'Bb 



Nun ist 



oder 



also 



oder 



R : r = sin« : sin (a> + Ö) 



rsinai = sin(ü> + Ö) > 



6w . . OD) 

rcosco^=Äcos(w+ö). (1 + g^" )» 



OGJ — t Boa 

rcos<öK^-= — /2cos(>).(l -f öß), 



woraus 



Cüi /icOSG) 

cH~~~ rcosw -|- /teosö ' 
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oder auch, weil 

E=rcus(o + Rcoaö 

ist: 

cö E~ 

folgt. Ferner ist 

= ft* + r 2 - L> rco*0 , 

also 

p BE D . Ä 6£ tfrsinö 

£ =1(1611)0, — jr~ • 



Führt mau die gefundenen Ausdrücke von ^ und gj- indenobi- 
gen Ausdruck von g^- ein, so erhält man 

jw. ... _ 2/t'rros i <ö 2 sinö 

oCr /- siiiwcosw 2 

und weil nun die gemeinschaftliche Bedingung des Maximums und 
Minimums 

BT=° 

ist, so ergiebt sich die Gleichung 



oder 



AVmcoco«« = 4rcos ^ w'Vmö 



£siti^ mcoso) =*2rcos ' casinö. 



Bekanntlich ist aber 

£:r=«tud:sinti 

- 

oder 

£sinö = rsin0; 

also ist, wenn man mit dieser Gleichung in die vorstehende 
Gleichung 
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Emn * icosro = 2rcos ^ »sind 



dividirt: 



oder 



sin g- acotu = 2cos j <a , / 



COtö = ZCOty CO, 



oder 



tang k j cD=2tangc5 . 

Diese schon von Ha Hey gefundene Gleichung drückt die ge- 
meinschaftliche Bedingung des Maximums und Minimums aus, und 
mittelst derselben muss also der Winkel ß, so wie auch die Win- 
kel w, 6) bestimmt werden. 

Um nun den Winkel ö> zu bestimmen , verbinden wir mit der 
Gleichung 

tang^-cö = 2tangö 

die Gleichung • 

rsinco= /?sinö . 
Aus dieser Gleichung folgt 

• 

2rtang | at 

flsinö = j . 

l+tang t jcö* 

also wegen der Hallcy 'sehen Gleichung: 

u . _ 4rtangö 

folglich 

4rcosö 4rcosö) 
~~ cosö* + 4sTnö* = 4— ~3cosö 2 ' 

woraus sich 
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ersieht. Lüst man nun diese Gleichung in Bezug auf i osö) als 
unbekannte (Grösse auf, so erhält man: 



8 r .4/" 4 , 4 i» 



oder 



Setzt man 

tangx= r V3, 

wo man immer x zwischen 0 und 90° nehmen kann, so ist 

2 r 

cos« =2 . ^ (— 1 + sccjt) , 

oder, weil 

r ,0 2 T 4/ 4 

= •/O.COt.T , 3 * ^ ~ V 3 • CO te 

ist: 

cosw ^ . cot.r (— 1 + secx) . ■ 

Nun ist aber 

1 — COS .T ] 

1 -f cosa: 1 
- 1 - sec* = - tang.r cot ^ x ; 

also nach dem Vorhergebenden : 

+y 5-. trag \x, 



OOSM = 



~V 3' cot 2* 4 



1 
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Da x zwischen 0 und 90°, also \x zwischen 0 und 45° liegt, 
so ist 

trag 



also 



cotj-.r > I 



weil 

tang^axoti;r = ] 
ist. Folglich ist auch um so mehr 

V4 1 
|j. COt t J.T>l, 

und daher die Gleichung 

V4 1 
jj . cot^- X 

jedenfalls unzulässig, weshalb man zur Bestimmung von w bloss 
die beiden folgenden Formeln hat: 

Ii I 4 J 

tanga: = — V3 , cos« = y ^ . tang ^ * ; 

wo man x zwischen 0 und 90° nimmt. Hat man aber mittelst die- 
ser Formeln ö gefunden, so ergiebt sich m mittelst der Formel 

tang t j w = 2tangö 

ohne alle Zweideutigkeit, und 0 findet man endlich mittelst der 
Formel 

t Ö = 180° — (w + ö). 

Die Entfernung E berechnet man leicht mittelst der Formel 

rsinft 
E = -, • _ , 
sin» 

oder auch mittelst der Formel 

/J=rcos(o + Rco&ä . 
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Uebrigens kann man E auch noch auf folgende Art ausdrü- 
cken. Weil 



ist, so ist 



oder auch 



Ferner ist 



oder 



_ Haara a / 4 J 

R = vT"' C0SÖ= V 3 tan? 2 



l?cosS=^ rtangotang g-ar, 



1 . 

4 tang : j:r 2 

//cos« = £ r . "— j 

I—tang^x 2 



1 

1- lang i_4tangü* 
cosu ss - r — = | ^. 4U ~^ 

1 + tang £ co 2 



Cosa)* — 4sin&) 2 5cosü*— 4 
C08w = cosw* + 4sinö 2 = 4— 3cosö>* * 



also nach dem Obigen: 

20tang|-tf 2 — 12 . 

1080)= = j • 

12 (1- tang gj^ 

Daher ist nun 

/S^rcosco -f ßcosü 
l20tang^a:»-12 4 tang i*» 



|l2(l - tang ? *») 3(1 - tang .* *«) j 
also, wie man leicht findet: 



■ 
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E 



r 




d. i. 



E —■ r (tanga: taug y x — 1) , 



welche bemerkenswerthe Formel man nach dem Obigen auch auf 
folgende Art schreiben kann: 



Nach Delamhre (Astronomie theorique et nratique. 
T. II. p. 516.) ist für die Venus: 



woraus man mittelst der obigen Formeln tindet: 



39°. 43'. 20" 
01 = 117«. 55'. 22" 
ß= 22«. 21'. 12" 
E = 0,4304 
G = 1,435. 



Der an der Erde liegende Winkel G) heisst die E longa tion der 
Venus von der Sonne, welche also ungefähr 40° betragen muss, 
wenn der Glanz der Venus ein Maximum sein soll , vorausgesetzt 
nämlich, dass wirklich ein Maximum Statt findet, was wir nun 
noch untersuchen wollen. 

Zu dem Ende mtissen wir den zweiten Differentialquotienten 

d* G 

-äTä entwickeln. Nach dem Obigen war aber 



E = 



A'cosm — r. 



Ä=l und r =0,7233153 



.r= 67°. 20'. 3" 



dB =— 2£*— 



oG /?8inwcos« 



2Krco»^ to 2 sinö 
E* 



oder 
Thcil XX. 



20 
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2 j£ • |^ = JEsin wcimm —4rcos J coVmO , 

oder weil nach dem Obigen 

. _ E&'mü 
smö= 

T 

ist : 

0 P 8G . 1 . . _ 

~R ' 8ö~ = 6,ntöC08W — 4cos ö o>*6in« . 

Hieraus erhalten wir durch fernere Differentiation nach 6: 

4) £ 3 8*6' r E* dE BG 

l r ' W +Ö E äö *aö 

_ _ Ben 

= (COStöCOSÖ -f 2sillG>8illG>) 

1 dö 
— (sincosinw -f 4cos co a cosü) . 

Es ist aber 0-f co-f ö = ?r, also 

. 8co 3ö _ 3ö . cw 

1 + e ö + aT = 0 ' de = "~ 1 - ä'e • 

und folglich 

£ s a*G B£ ac 
1 r 8ö* +6 ä '^"aö 

= sincosinö + 4cos^ a> a cosö 

1 3(0 

+ (cos cocos ö + 3s i n wsi n « -f 4cos g o> 2 cos ö ) • 

Weil nun für tang^ — 2tangö , d. h. bei der Venus für die oben 

BG 

angegebenen Werthe von o und m, der Differentialquotient ^* 
verschwindet, so können wir für diese Werthe von co und ö 
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* li ' w 

— sincosinft -f- 4cos i ca 2 co.sö 

, , - 0 . . _ 1 W 2 COKÖ) 

f(C0S0>C08&> + .JJSinCöSIIlG) \ 4cos : , ' ^ 

setzen, und werben nun zur beurtheilen haben, ob die Grösse auf 
tler rechten Seite des Gleichheitszeichens positiv oder negativ ist, 

weil dann auch respeclive n^ß positiv oder negativ sein wird. 

Zu dem Ende drücken wir zuerst die obige Gleichung auf 
folgende Art aus: 

« 

El PG 

— sin-osinö) + 4 < s 1 , ;2 C06 ö 

1 ca> 
-f { sinwsind) + 4cos ^ w a cosü + sinco sinw + cos(a>— u) I ^ 

Weil nun nach dem Obigen 

w — 5=78«. II'. 56" 

ist , so sind , mit Berücksichtigung der obigen Werthe von a und 
ö, die Grössen 

sinwsinö , 4cos i oc a cosö , cos(o) — ö) 

offenbar sämmtlich positiv, und es ist augenscheinlich 

* 

«inasiuü + 4cos t j w 2 cosö + sinosinM -f cos (w — ö) 
> sinwsinö + -icos ~ a> 2 cosö . 

Weil min nach dem Obigen 

?o> /?cosö sinoicosö 



Bf)— E sinö 
also, wie man leicht findet: 



20« 
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dn 

30= -1,787 

d. fa. negativ und dem absoluten Werthe Dach grosser als die 
Einheit ist, so ist nach dem Obigen 

1 a» 

— Isincosinu-f 4cos£ w'cosw + sinusinu + cos(»~— ü)| ^ 



> sinwsinü -f 4cos ^ w*cosö , 



folglich 



sinwsinö + 4cos J-o) 2 co»u 

i _ sJ <0, 

-f- lsiowsinö-f 4eMg«>*cosc3-f sineasinr. J i jsi u_ 6))} 
c*G 

also A-.y negativ, welches die Bedingung des Maximums ist 
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Heber den Inhalt der Fässer* 

' Von 

dem Herausgeber. 



Der Bestimmung des Inhalts der Fässer haben mehrere grosse 
Mathematiker ihre Aufmerksamkeit gewidmet. Schon Kepler 
hat neben seinen unsterblichen astronomischen Arbeiten eine 
Stereometria dolioruin geschrieben, und nach ihm haben 
vorzüglich Lambert, Kästner, Oberreit und Andere sich um 
diesen Gegenstand verdient gemacht. Kästner mochte es frei- 
lich fast tadeln, dass die Mathematiker sich zu der Beschäftigung 
mit solchen ganz praktischen Dingen herablassen, und spricht 
sich darüber in seiner bekannten scherzhaften Weise auf folgende 
Art aus*): 

„Ich dächte man konnte von den Leuten, die mit mathemati- 
schen Ausübungen Geld erwerben wollen, immer fordern, dass sie 
ihren Kopf zu etwas Theorie anstrengten. Haben sie dazu Kopf, 
Fl ei s.s nicht, so dürfen sie nur solche Geschäfte Leuten überlas- 
sen, die sich dazu geschickt machen. Warum sollen die Mathe- 
matikverständigen Arbeit und Nachdenken anwenden, dem soge- 
nannten Praktiker Vorschriften zu geben, die dieser nun ohne 
Arbeit und Nachdenken brauchen mag? Nicht einmal Dank wird 



") Leipziger Magazin für reine und angewandte Mathematik, her- 
ausgegeben von J. BernoulH und C. F. Hindenbnrg. Jahrgang 1787. 



302 

• 

mit dieser Gutherzigkeit erworben. Denn eben , weil »ich die 
Mathematiker häufig so herabgelassen haben, wird vergessen, 
dass Mathematik, oft tiefe, zur Erfindung und bequemen Einklei- 
dung dieser Kegeln nöthig war, und nun hält jeder, vom Came- 
ralisten bis zum Weinvisirer herunter, Mathematik fiir unnütze 
Grillenfängerei." 

„So einfältig sind die Rechtsgelehrten nicht gewesen, was 
zur gesetzmässigen Sicherheit der menschlichen Gesellschaft ge- 
hört, so populär vorzutragen, dass Bürger und Bauer es ohne 
weitere Nachfrage brauchen konnten. Lieber haben sie Vorsich- 
tigkeiten, die schon die naturliche Vernunft lehrt, in feierliche 
Formeln verhüllt, damit selbst die künftigen Notarien, noch viel- 
mehr wa« hoher hinauf steigen will, die Pandecten hören 

müssen. " - . 

»* p • 

„Die gewöhnliche Beschuldigung, dass die mathematischen 
Theorieen in der Ausübung nicht brauchbar sein sollen, röhrt 
eben daher, dass man zu Ausübungen, die oft fiir das gemeine 
Wesen wichtig sind, Leute gut genug hält, denen man keine 
Theorie anmuthen darf, die also weder bekannte Theorie gehörig 
anzubringen wissen , noch viel weniger sich einfallen lassen, prak- 
tische Fragen, z. E. hier: von Gestalt und Ausmessung der Fäs- 
ser, mit neuen Anwendungen der Theorie zu untersuchen." 

„Dass Mathematikverständige, wenigstens seit Keplers Zei- 
ten, gerade bei diesem Gegenstände, Gebrauch tieferer Theorie 
häufig gezeigt, haben, ist jedem bekannt, der etwas von der litte- 
rarischen Geschichte der visirkunst weiss.*' 

, • 

„Aber eben so bekannt ist, wie uomathematisch in der Aus- 
übung eines Geschäftes ist verfahren worden , das in Handel und 
Wandel so viel Eiufiuss hat, und bei dessen unrichtiger Verwal- 
tung jeder leidet, der nicht bloss Wassertrinker ist" 

Ich meine, dass jede Gelegenheit, welche sich dem Mathe* 
niatiker zur Anwendung seiner Wissenschaft darbietet, ihm schon 
deshalb erwünscht und angenehm sein muss, weil sich dabei oft 
Schwierigkeiten zeigen, deren Ueberwindung die Wissenschaft 
selbst weiter führt, auch abgesehen von dem grossen Nutzen, 
welchen dergleichen Anwendungen oft dem Gemeinwesen zu brin- 
gen geeignet sind. 

Unter den vielen Regeln, welche, oft mittelst sehr scharf- 
sinniger analytischer Methoden gefunden, zur Berechnung des 
Inhalts der Fässer gegeben worden sind , hat sich jetzt nur noch 
die folgende von Lambert angegebene Methode zur Inhaltsbe- 
stimmung der Fässer erhalten: 

Der Inhalt eines Fasses wird erhalten, wenn man 
zu % des C y I i n d e r s , welcher die S p u n d t i e f e zum 
Durchmesser und die Höhe des Fasses zur Höhe hat, 
y 3 des Cy linders, welcher den Bodendurch messer zum 



« 
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Durchmesser und die Höhe des Fasses zur Höhe hat, 
addirt. 

Diese Regel wird allgemein für die genaueste gehalten, und 
besitzt auch den grossen Vorzug der Leichtigkeit bei der prak- 
tischen Anwendung. Die Vorlesungen , welche ich in jedem Win- 
tersemester an der Königlichen Staats- und laml wirtschaftlichen 
Akademie zu Eldena über praktische Stereometrie zu halten habe, 
bieten mir vielfache (Gelegenheit zur praktischen Anwendung der 
obigen Regel dar, weil der Zweck dieser in jeder Rücksicht aus- 
gezeichneten Lehranstalt erfordert, dass, ohne einer gesunden, 
möglichst einfachen und leichtverständlichen Theorie im Gering- s 
sten ihr Recht zu vergeben, der theoretischen Betrachtung doch 
überall die vielfachste praktische Anwendung und Ausführung 
auf dem Fusse folge, damit die Einführung der Theorie in das 
Leben nie aus dem Auge verloren werde, eine wahrhaft theore- 
tisch-praktische Richtung, welche hauptsächlich der jetzige Di- 
rector der genannten für das gegenwärtige Zeitbedürfniss so hoch- 
wichtigen Lehranstalt dem ganzen Unterrichte an derselben in 
höchst anerkennungswerther Weise mit dem sichtbarsten Erfolge 
zu geben bestrebt gewesen ist, und diese Richtung immer noch 
bis zu ihrem Höhepunkte zu führen sich eifrigst bemühet. Eine 
solche Richtung erlordert freilich in allen Unterrichtsgegenständen 
auch Lehrer, die, selbst auf der Höhe der Wissenschaft stehend, 
gerade dadurch erst vollkommen befähigt werden, sich den Be- 
durfnissen ihrer, bei nicht selten sehr ausgezeichneter geistiger 
Befähigung, doch zuweilen mit verhältnissmässig geringeren mate- 
riellen Vorkenntnissen ausgerüsteten Zuhörer vollkommen anzu- 
bequemen, und die Wissenschaft für das Leben in jeder Weise 
fruchtbar zu machen. Die Lambert'sche Fassregel, um dieses 
Beispiels mich zu bedienen, ist ein l'roduct höherer mathemati- 
scher Untersuchungen und Rechnungen, und erfordert zu ihrer 
Eutwickelung manche analytische Kunstgriffe, die selbst ihr zu 
den berühmtesten Mathematikern des vorigen Jahrhunderts gehö- 
render Erfinder nicht in ganz zweckmassiger Weise in Anwendung 
zu bringen verstand. Ein Lehrer der praktischen Stereometrie 
an einer landwirtschaftlichen Akademie wird nun freilich nicht so 
unverständig sein, seine Zuhörer mit einer Menne von Differential- 
und Integralformeln zu quälen; nur sollte er seihst sich nicht ein- 
fallen lassen, das Katheder zu betreten, wenn er seinen Gegen- 
stand nicht bis zu dessen kleinsten und feinsten Nuancen kennt, 
denn nur, wenn dies der Fall ist, wird er befähigt sein, densel- 
ben seinen Zuhörern zu möglichster Anschauung zu bringen, ver- 
* schiedene dazu erforderliche Kunstgriffe sich selbst zu erfinden, 
und, weil er die Vorzüge und Mäugcl seiner Vorschriften bis in s 
kleinste Detail vollkommen kennt, dieselben in wahrhaft frucht- 
bringender Weise anzuwenden, und die Anwendung in eben sol- 
cher Weise seinen Zuhörern vor die Augen zu führen. Nur ein 
solcher Unterricht kann auch geistig befähigte Zuhörer auf die 
Dauer befriedigen, und denselben für ihre künftige Bestimmung 
wahrhaft Nutzen bringend sein. 

Bei meinen Vorlesungen über praktische Stereometrie an der 
Königliche!! Staats- und landwirtschaftlichen Akademie zu Eldena 
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inachte ich die Bemerkung, dass die Lambert'. sehe Kegel den 
Fassinhalt fast durchgängig etwas zu gross gab, und ich musste 
meine Zuhörer, welche unter meinen Augen die Nachmessung 
des Fasses auf nassem Wege, um das Ergebniss der theoreti- 
schen Inhaltsbestimmung zu controiiren, bewerkstelligten, öfters auf 
diesen Umstand aufmerksam machen. Bei weiterem Nachsuchen fand 
ich dieselbe Erscheinung auch meistens hei den von Lambert selbst 
und namentlich bei den von Oberreit angestellten Versuchen, 
ohne dass diese Mathematiker darauf besondern Werth gelegt zu 
haben scheinen. Dadurch entstand bei mir die Vermuthung, dass 
dieser Umstand in der Lambert'schen Formel selbst, die in meh- 
reren Beziehungen eine blosse Näherungsformel ist, begründet 
sein möge. Und da nun Lambert, ganz gegen die sonstige 
Gewohnheit dieses grossen Mathematikers, eine vollständige Ent- 
wickeluug und theoretische Begründung seiner Formel eigentlich 
nirgends gegeben hat; da das, was er in den beiden Abhandlun- 
gen, die er über die Visirkunst veröffentlicht hat*), darüber sagt, 
streng genommen nur auf einer Art von Tatonnement beruhet; 
da ferner, wie schon Kästner und Hindenburg, so wie auch 
J. T. Mayer bemerkt haben**), seine analytischen Rechnungen 
und Entuickelungen nicht ganz von Fehlern frei sind; da mir 
endlich überhaupt noch keine völlig strenge und mit möglichster 
Eleganz durchgeführte Entwicklung der Lambert'schen Fassregel 
bekannt ist***): so entschloss ich mich, selbst eine Entwicke- 
lune; dieser höchst wichtigen Kegel zu versuchen, um möglicher- 
weise dadurch zugleich den oben erwähnten Umstand, dass die 
Kegel den Inhalt öfters zu gross giebt, aufzuklaren. Die Re- 
sultate dieser Untersuchung will ich nun im Folgenden mittheilen. 

Da die Fassdauben nach keinem auf einen strengen mathe- 
matischen Ausdruck zu bringenden Gesetze gekrümmt sind, so 
bleibt nichts weiter übrig, als dafür eine bestimmte mathemati- 
sche Curve anzunehmen , und dann durch Versuche zu ermitteln, 
in wie weit die gemachte Annahmesich der Wirklichkeit anschliesst. 
Auch sind in der That sehr verschiedene Curven zu diesem Zw ecke 
in Vorschlag gebracht worden. Ueber diese verschiedenen Vor- 
schläge uns weiter zu verbreiten, ist jetzt nicht unsere Absicht, 



*) Beiträge z u in Gebrauche der Mathematik und deren 
Anwendung durch J. H. Lambert. Thl. 1. Berlin. 1765. S. 314. 
Tbl. III. Berlin. 1772. S. 12. 

• ') Leipziger Magazin für reine und angewandte Ma- 
thematik. Jahrgang 1787. S. 13. 14. 

***) Insofern man sich nicht mit bloss elementaren Ilülfamittcln 
begnügen will, wie ich in meinem Lehrbnch der Mathematik nnd 
Physik für Kameralisten. Thl. II. Abth. I. Leipzig. 1843. 
S. 3 23. zu thun genöthigt war. wovon aber bei einer solchen ganz all- 
gemeinen, zugleich kritischen, Untersuchung, wie ich hier zu geben 
beabsichtige, natürlich nicht die Rede sein kann. 
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da wir es hier vorzugsweise mit der Larabert'schen Fassregel, 
die auch eigentlich nur allein in der Praxis Beifr" gefunden nat, 
zu thun haben. Lambert aber lässt das Fa- aur folgende Art 
entstehen. 

InTaf. III. Fig. 8. sei M der Mittelpunkt der Linie AB, auf welcher 
in A, B, M die Linien AC, BD, ME senkrecht stehen. Ist nuu 
CED ein zwischen den Linien AC und BD liegender Kreisbogen, 
dessen Mittelpunkt der in der Verlängerung der Linie ME über 
den Punkt M hinaus liegende Punkt O ist, und dreht sich die Figur 
ABCD\\m die Linie AB wie um eine feste Axe herum, so heisst 
der dadurch entstandene Körper ein Fass, dessen Inhalt zu be- 
stimmen, wir jetzt versuchen wollen. 

Zu dem Ende bezeichnen wir die Höhe AB des Fasses 
durch 2a, den halben Spund-Durchmesser ME durch 6, uud 
den halben Boden- Durchmesser AC oder BD durch c, wo 
bekanntlich immer 6 grösser als c ist; -den gesuchten körperlichen 
Inhalt des Fasses aber wollen wir durch F bezeichnen. Nehmen 
wir nun M als den Anfang eines rechtwinkligen Coordinaten- 
Systems der xy an, dessen x-Axe die Linie AB ist, und be- 
zeichnen die Linie MO durch o, so ist 6 \ a der Halbmesser des 
Kreisbogens CD, und die Gleicnung dieses Kreisbogens in Bezug 
auf das angenommene Coordinatensystem ist folglich offenbar: 

1) **+(y+q)* = (b+tf)*. 

Also ist, weil unser Kreisbogen durch die Punkte C und /Jgent: 

2) o* + (c + ,/)*=(& + 
woraus sich mittelst leichter Rechnung 

folglich, wie mau leicht findet: 

4) b + q- 2(b=V~ 
ergiebt Aus der Gleichung 1) folgt 

also 



* = V(o+*)*-.r*- y . 
woraus man ferner sogleich 
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erhält; und weil nun nach den Lebren der Integralrechnung be- 
kanntlich 

y*dx 

ist, so ist 

5) F= 



-o -a -a 



Es ist aber ferner nach den Lehren der Integralrechnung: 

/+a /»+«* 2 

und allgemein 

= i *V<HjF=l? + (6 + <t? Are sin , 
also, indem mau die Arcus absolut nicht grösser als nimmt 

-a 

= a V (Ä+^5Z^ + i(6 + J Aresin ^ - Are sin g=^j , 
oder kürzer: 

=a\^(6f 7 )2-a 2 + (* + ?)*Arcsin^ . 
Daher ist nach dem Obigen, wie man leicht findet: 
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6) Fuz 

Nach 4) ist aber, wie man leicht findet: 

( * + » ) i -« 4 =— 4(6^-' 

also , weil bei allen Fässern 6— c eine gegen a sehr kleine Grösse, 
folglich «*— (&— c) 2 stets positiv ist: 

also, wie sich leicht mittelst 3) ergiebt: 
Daher ist nach 6): 

oder auch: 

l 1 Aresin ) 
8) F=2ö«J^+y)«-ct-30*-^6 + 9 ) 

Es würde keine Schwierigkeit haben, diese Formeln durch Ein- 
führung der Werthe 3) und 4) von q und 6 + 7 ganz entwickelt 
bloss in den Grössen a, 6, c auszudrücken, was aber, wie es 
mir scheint, für die numerische Rechnung nicht von wesentlichem 
Nutzen sein würde, indem man am Leichtesten 7 nach der unmit- 
telbar aus 3) fliessenden Formel: 

9 > *= — ä(6^r" = W=3T * (6 + r) ' 

und dann F unmittelbar nach einer der beiden obigen Formeln 
7) oder 8) berechnen dürfte. Noch eine andere Formel werden 
wir indess weiter unten erhalten. 

Für den Gehrauch im gemeinen Leben sind aber alle diese 
Formeln viel zu weitläufig, und man muss zu diesem Zwecke ein- 
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fächere Näberungsform ein suchen, die jedoch eine hinreichende Ge- 
nauigkeit darbieten. Die Möglichkeit der Entwickelung solcher 
Näherungsformeln wird durch den Umstand dargeboten, dass bei 
allen im gemeinen Leben vorkommenden Fässern der Bruch 
b—c 

immer eine sehr kleine Grösse ist. Wir wollen daher auf 

a 

diesen Bruch jetzt besonders unser Augenmerk richten, und zu 
dem Ende 

10) ^-? = u, b—c=au 

m 

setzen. Dann ist, wie man leicht mittelst des Obigen findet: 
1I> n _a-(Hc)u J++. 

!1) 1 — 2ü* — • 6 +v-«-2-r» 



b + q—\ 

und setsen wir nun der Kurze wegen noch 

so ist nach 8): 

14) F=2„» j(6 + v )»-cy-^-- 7 (6+ 7 )^f^J , 
oder, wenn wir 

Arcsinc 
15) = l+u> 



setzen: 



oder 



16) f '=2a*{P—l a* + (b-c)q-q(b + q)w\, 



17) F=2a*\b*~ la* + agu-q(b+<i)w), 



•der nach 11): 
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18) F= 2<i* } Ä* + 1 n* - \ a(b + c)u - g(b + 9 )te> | . 



oder auch 



6 * + ö a *-^ a(6+c)w 

19) F=2a*j (g __ (6 + c)M)(Ut< a) 



Nach einer sehr bekannten analytischen Reihe iet aber , weil hier 

2u 

gewiss immer kleiner als die Einheit ist: 

Arc«mp=ü + 2 * 3 + £4 * ö" + 2X6' 7* + 



also 



Arcsjnc . 1 r* , L3 r* L&5 **i 

F~ + 2*3 + 2.4'5 + 2.4.6 ' 7 + * ' 



und folglich 



w ~2' 3 "* 2.4* 5 + 2.4.6' 7 + 



Daher ist nach 19): 

20) F= 

- jo(«-r6+c) M )(l + u«)g) 2 ){.} + y .i«,» jf 



1.3.5 1 
+ 2476 '7 Ü 



Lässt man bei unverändertem a den Bodenhalbmesser e 
•ich dem Halbmesser b am Spund nähern, so nähert 
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«ich der Null. Also nähert «ich auch 

* 

der Null, und 

c _2_ 

nähert sich der Gräme 2. Daher nähert nach 20) offenbar F sich 
der Gränze 

2a* (ti* + 1 a* - l a.a.4 . j- . = Inlflx, 

d. i. dem Cylinder, welcher die Höhe des Fasses zur Höhe und 
den Spund Durchmesser zum Durchmesser hat, wie es ganz der 
Natur der Sache gemäss ist. 

Wir wollen nun aber F nach den Potenzen der Grösse u 
entwickeln, was, insofern wir uns dabei nur auf die ersten Glie- 
der der betreffenden Reihe beschränken , hei der Form , die wir 
dem Ausdrucke 20) gegeben haben, keine Schwierigkeit mehr hat. 

Es ist 

(a-(6 + c)t/)(J | «*) 
= a — (A + c) u 4 iik 2 — (6 -f c) ti 3 . 

Ferner ist 

* t • 

i 

£=2(1 + «*>-», (£)%=4(l + 

also allgemein ' . , r 

Daher ist nach dem Binomischen Lehrsatze, wie man leicht 
findet: 

= 4_8 M *+ 12«* -16««+ 
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= 16«*-64t<* + 160n°- 320«» + . 



•«••• , 



^ 64«*-384 M « + 1344«» -3584»i"> + 

^y.f> 6 =2 8 !<«(i+tt 2 )-* 

= 256u« - 2048«* + 92 16m 1 »- 30720m 1 » + 

U. 6. W. 

Führt man nun diese Ausdrücke in die Gleichung 20) ein, 
bleibt aber, da es uns hier nur auf eine Näherung ankommt, bei 
Gliedern, welche die vierte Potenz von u enthalten, stehen, so 
erhält man: 



- j a \ a - (6+c)k + au* - (Hc)« 3 1 }| - \ « 2 + 2«* 



1 6 * 24 4 

20 



- \a {a-(6 + c)u + «#t a -(6+c)a 3 |j|- ß^+g« 4 | 



- i a { a - (6+c) « + au* - (A + c)«i* | - ^ «* + ^ m* } . 

Führt man nun die Multiplication aus, indem man immer bei 
den die vierte Potenz von u enthaltenden Gliedern stehen bleibt, 
so erhält man nach leichter Rechnung: 
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21) F = 

2an | b* — ^a(b + c)u — ~ a*«* + j| a(b + c)«* f « 2 « 4 1 

Aus dieser Formel ergeben sich nun die folgenden Nähe- 
rungsforraeln. 

Bleibt man bei dem ersten Gliede stehen, so erhalt man: 

0 

22) F=2a/>*7t. 

■ 

Geht man bis zu der ersten Potenz von u, so ergiebt sich: 
F=2a*!o*— * a(b + c)u\. 
Nun ist aber bekanntlich 

au = b — r; 
also wird vorstehende Formel: 



oder 



oder 



F= 2a» { 62— j (b f c) (b - c) } , 



F=2a*i6*~|(&*-c*);, 



'23) F=2a«(|6 2 + Jc' ), 



Drückt man diese Formel auf folgende Art ans: 

24) F=|(2a6 2 7r) + 3(2ac»»), 

so erhalt man unmittelbar die Lambert'sche Regel zur Berechnung 
der Fässer, und siebt also, dass diese Kegel bis auf die erste 

Potenz von u = genau ist. 

o 

Geht man in der Formel 21> bis zu der zweiten Potenz von 
*, so erhält man: 

F=2an \ b* - \ a(b + c)h - ^ a*«* } , 
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also 
oder 

46) F = |(2aA%) + ^ (2ac%) — j| (2a(6-c)» *) . 

Die in dieser Formel enthaltene Regel kann man auf folgende 
Art aussprechen: 

Der Inhalt eines Fasses wird erhalten, wenn man 
zu des ( \ linders, welcher die Spundtiefe zum 
Durchmesser und die Huhe des Fasses zur Höhe hat, 
des Cylinders, welcher den B oden d u rch m ess er zum 
urchmesser und die Huhe des Fasses 2ur Huhe hat, 
addirt, und von der Summe % & des Cylinders, welcher 
den Unterschied zwischen der Spundtiefe und dem 
Bodendurchmesser zum Durchmesser und die Huhe 
des Fasses zur Huhe hat, subtrahirt. 

Vergleicht man diese Regel, welche bis auf die zweite Po- 
tenz von u=— — genau ist, mit der Lambert'schen Regel, so 

sieht man , dass diese letztere allerdings den Inhalt des Fasses 
etwas zu gross liefert, was auch, wie schon erinnert, mit mei- 
nen und anderen Versuchen ganz tibereinstimmt. Ich glaube da- 
her, dass es zweckmässig ist, sich statt der Lambert'schen Ke- 
gel lieber der obigen Regel, die nur ein wenig mehr Rechnung 
erfordert und sich auch leicht im Gedächtnis« behalten lasst, zu 
bedienen , wenigstens in den Fallen , wo es auf eine grössere 
Genauigkeit ankommt. 

Geht. man in der Formel 21) bis zu der dritten Potenz von«, 
so erhält man : 

F=2a*{ 6* - 1 a (6 + c)u — ^ ahi* + j| a (6 + c)« s |, 



87) F=*a«\\b* + l^-^c)nl(^)\^^)\ 

Vergleicht man diese Formel mit den Formeln 25) oder 26), so 
sieht man, dass diese letzteren, oder die oben aus denselben ab- 
geleitete Regel, den Inhalt des Fasses schon etwas zu klein lie- 
fern; und berechnet man also den Fassinhalt nach der Formel 

Tbeil XX. 21 
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F= ? (2aA*7r) + l (PaAQ - ~ (2a (b - c)*it) , 
so muss man dem Resultat eigentlich noch die Correction 

oder 

■ 

beifügen, was aber natürlich die Rechnung weitläufiger macht. 

Ginge man endlich bis zu der vierten Potenz von tt, so 
mtlssrc man die neue Correction 

beifügen 

Vereinigt man die beiden vorhergehenden Correctionen in 
eine, so erhält man als dem nach der Formel 

* 

F=l Qat*t) + 1 t>c**) - A | (2a(6 - c) 9 t) 

berechneten Fassinhalte beizufügende Correction: 

8 /o~c\ 2 

* lös \~ y •«(^«Ov^-f 3 «)*. 

Die Formel 

F= | (lab**) + ~ (2ac*rc) - ? (2a(o - c)**) , 

welche, ohne weitere Correction, die Berechnung der Inhalte 
dreier Cylinder erfordert, scheint mir mit hinreichender Genauig- 
keit die nothige Leichtigkeit der numerischen Rechnung zu ver- 
binden. Sehr zur Erleichterung dieser und anderer stereometri- 
scher Rechnungen dient eine Tafel cylindrischer Räume mit dem 
Durchmesser und der Höhe des Cy linders als Argument, der 
man keine zu grosse, aber doch hinreichende Ausdehnung zu 
geben hat. Aus dieser Tafel kann man die erforderlichen cylio- 
drischen Räume 

2a6 a *, 2<tc';r, 2a(b-c)*n 
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entnehmen, und hat dieselben dann bloss noch nach der Reihe 
mit %, '/,, */ 15 zu multipliciren , hierauf die beiden ersten Pro- 
duete zu addiren, das letzte von der Summe zu subtrahiren, was 
Alles nicht die mindeste Schwierigkeit hat. 

Es ist in mehrfacher Beziehung von Interesse, noch einige 
andere von der kreisförmigen Krümmung unterschiedene Krfimroun* 
gen der Fassdauben einer näheren Betrachtung zu unterwerfen. 

Wir wollen daher, die im Obigen eingeführten Bezeichnun- 
gen auch jetzt beibehaltend, annehmen, in Tai'. III. Fig. 9. sei A'B'CD 
eine halbe Ellipse, und das Fass entstehe, indem sich der Theil 
ABCD dieser halben Ellipse um AB herum dreht. In Bezug auf 
das bei der Ellipse gewohnliche Coordinatensystem ist 




die Gleichung dieser Ellipse; also ist 



folglich 




als« i 




Nun ist aber 



«t=5 («»-«») =b*-^a*. 



also 



Ä» A* - c« 



Daher ist 



F= n{lbl*a — J . — w— a 



2 A*-c* 



d. i. 
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oder 



29) F=|(2a6 2 7r)+j(2nc a »), 



welches genau die Lambert'sche Fassregel ist. Hieraus sieht 
man , dass diese Regel eigentlich die Fassdauben von elliptischer 
Krümmung voraussetzt. Man sollte nun durch Versuche und ge- 
naue Rechnung ermitteln, welche von den beiden Voraussetzun- 
gen einer kreisförmigen oder einer elliptischen Krümmung der 
Fassdauben sich der Wirklichkeit genauer anschliesst Üass die 
Lambert'sche Regel, also, wie wir jetzt wissen, die Voraus- 
setzung einer elliptischen Krümmung der Fassdauben, den Inhalt 
des Fasses meistens etwas zu gross giebt, ist uns schon bekannt. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass in Taf. III. Fig. 9. die Bogen A'CE 
und IPDE Bogen zweier Ober der Axe A'B* beschriebener Pa- 
rabeln seien, welche ihre Scheitel respective in A' und Ii haben, 
und dass das Fass wieder durch Umdrehung von AB CD um AB 
entstehe. Ist nun überhaupt 




P M a 



Folglich ist 




also 
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d. i. 

6*-c» 



KÄ)"-(Ä)T 



f=a7t 6 a ~c«' 

d. i. 

30) F=a*(Ä* + c*), 

oder 

31) F=i|(2a6%) + (2a<;**)}. 

Unter der gemachten Voraussetzung wäre also das Fass das arith- 
metische Mittel zwischen den beiden Cy lindern, welche die Spund- 
tiefe und den Bodendurchmesser zu Durchmessern und die Jlfihe 
des Fasses zur gemeinschaftlichen Höhe haben. Auch diese Re- 
gel hat man wohl zur Berechnung des Inhalts der Fässer in Vor- 
schlag gebracht; sie weicht aber namentlich bei grossen Fässern 
von der Wahrheit merklich ab. 

Wenn in Taf. III. Fig. 9. die Linie CED ein Bogen einer Parabel ist, 
die ihren Scheitel in E hat und deren Axe EM ist, so ist in 
Bezug auf E als Anfang und EM als Axe der Abscissen die 
Gleichung dieser Parabel: 

Nehmen wir aber M als Anfang und AB als Axe der Abscissen 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xy an , so ist offenbar 

jr,=6-y, y x =x\ 

also die Gleichung der Parabel: 

x*=p(b~y) 

oder 



folglich 
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/2 b x* 



uud da nun 

F=Z7t 



— o 

ist, so ist, wie man leicht findet: 

* 



Es ist aber 

. a* 1 h — c 1 (6-c)g 

also nach dem Vorhergehenden: 

32) F=2a7r.(6 a -^6(6-c) + |(6-c)»| 

oder 

33) ^=2«».(|6«+ iic + i c*). 
Diese Formel kann man auch auf folgende Art darstellen: 

34) F=2fl»{g4» + ic*)- - 1 2 5(6-c)«}. . . 
oder auch auf folgende Art: 

35) F=2a«J(|6 + icJ 2 +^(6-c)*j. 

Die Formel 34) iSsst sich auch auf folgende Art schreiben : 
3G) F= | (2a6%) + | (2ac 2 *) - j| (2a(b--c) 7 n) , 

und fuhrt also, was ich als besonders bemerkenswerth hervor- 
hebe, wieder auf die von mir oben für das kreisförmige Fass 
gegebene Hegel. 
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Aus angestellten vergleichenden Versuchen schliesst Ober« 
reit*): „dass eigentlich die parabolische Kr Amman g 
der Dauben es ist, die der Wahrheit am nächsten 
kommt", wobei er ganz die vorher betrachtete Gestalt des Fas- 
ses zu Grunde legt; und da ich im Obigen gezeigt habe, dass 
auch die kreisförmige Krümmung .der Dauben, wenn man noch 

ff £ 

die zweite Potenz der Grösse — - — berücksichtigt, ganz zu der- 
selben Regel führt, so glaube ich allerdings, dass diese Regel 
überhaupt die genaueste ist, welche man bei der jetzigen Lage 
der Sache geben kann, wenn man zugleich von der Leichtigkeit 
der Rechnung nicht zu viel aufopfern will. 

• 

Interessant und wichtig scheint mir nun aber immer noch 
die Frage, ob die kreisförmige oder die parabolische Krüm- 
mung der Fassdauben der Wahrheit am nächsten kommt, was sich 
natürlich nur durch möglichst genaue Versuche ermitteln lässt. 
Dann muss man aber natürlich das kreisförmige Fass nicht nach 
einer der obigen Näherungsformeln, sondern ganz genau be- 
rechnen, weshalb ich jetzt noch die obigen ganz genauen Formeln 
so umgestalten will, wie sie mir die leichteste und bequemste 
Rechnung zu gestatten scheinen. 

■ 

Man berechne den Hülfswinkel co mittelst der Formel 

b-c 




wo bekanntlich =m ist. Dann ist 



2u 2tantjo> „ . . 

v=z r~. — „ = a— tt r~ 5 — s=2sina>co8w=siirJti). 
l-f-u a l-ftangw a 

Nehmen wir nun an, dass co in Secunden ausgedrückt sei, so ist 

Aresini? = Arcsin8in2w=2(asinl" . 

Daher ist nach 7) und 13): 

F=2an { (6 + 9 )*~ cq - ja*- 2<y(& + ^ a>sinl w 1 , 

i 

oder 



*) Leipziger Magazin für reine und angewandte Ma- 
thematik. Jahrgang 1 786. S. 454. 
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1/ 



38) F=2o ,„j(^)V2*.^-H-si- 

I 

\ 

Weil 

= ~ z=: cosec'2o> 
a c 

ist, so kann man die Gleichung 38) auch auf folgende Art schreiben : 

39) F = 2a'* j (1-2* ö>sinF)cosec2a>*--£ |-|( » 

vro man a am Leichtesten mittelst der aus dem Obigen sogleich 
sich ergebenden Formel 

40) < t — f/c ose e 2 co — b 

berechnet. Mittelst der vorhergehenden Formeln wird man immer 
den Inhalt des kreisformigeu Fasses ganz genau berechnen kön- 
nen, wenn man es mit dem parabolischen Fasse vergleichen will. 
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Begründung eines Lehrsatzes zur Be- 
stimmung höherer Integrale zusam- 
mengesetzter Functionen. 



Von 



Herrn Hofrath L. .Oettinger 

in Freiborg i. B. 



§. L 

Sind X und Z zwei unter sich verschiedene Functionen von 
x, so gilt für die Darstellung höherer Differenziale zusammenge- 
setzter Functionen von x die bekannte Gleichung 

<rXZ_X<?Z^. dXd'-* Z &X Sr-*Z . 

wenn hierin die Binomtalcoefticienten durch 

' _ r(r-l)(r-2) (r-p + 1) 

• S ty *~ HP p — 

bezeichnet werden*). 



*) Häufig werden die Binomialcoefficienten durch die Symbole r, , 

r, , r, r p bezeichnet. Ich halte diese Beieichnung weder für coa- 

•eqoent noch für sy«tematisch richtig, denn r, , r a , r, . ... Tp ... deuten 
bekanntlich unter «ich verschiedene Monome oder Elemente an. Verschie- 
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Dass diese Gleichung auch unmittelbar für die Darstellung 
der Integrale zusammengesetzter Functionen gelte, ist, soviel mir 
bekannt, bisher weder behauptet noch bewiesen worden. Es 
dürfte daher für den innern Zusammenhang der Differenzial- und 
Integral -Rechnung nicht unwichtig sein, wenn dieser Beweis ge- 
geben wird. 

Für die Differenzen- und Summenrechnung gilt der unmit- 
telbare Uebergang von den Gleichungen für positive Un- 
terschiede einfacher und zusammengesetzter Func- 
tionen auf die Gleichungen mit negativen Unterschieden 
(Summenrechnung oder Integralcalcul mit endlichen Differenzen). 
Diess habe ich in Crelle's Journal 11. — 16. Band (Lehre 
von den aufsteigenden Functionen) und 33. Band S. 117 
und ff. (in der Fakultäten-Theorie) und in diesem Archiv 
13. Bd. S. 36 und ff. nachzuweisen versucht. 

* 

Wenn nun in der Differenzen- und Summenrechnung, 
welche die Grundlage der Differenzial - und Integralrechnung bil- 
det, diese Gesetze nachgewiesen werden können und auch nach- 
gewiesen wurden, so leitet schon die Analogie darauf hin, dass 
auch der Beweis auf die Differenzial* und Integralrechnung sich 
ausdehnen lassen werde. 

Für die Differenziale und Integrale der meisten einfachen 
Functionen habe ich diese Nachweisung in einer Abhandlung 
„Ueber Differenziale und Integrale höherer Ordnung 
und mit gebrochenen Exponenten" (Crelle'sJourn. 44. 
Bd. 1. und 2. lieft) gegeben. Dass nun die oben unter Nr. 1) für 
höhere Differenziale zusammengesetzter Functionen aufgestellte 
Gleichung auch unmittelbar für höhere Integrale zusammen- 
gesetzter Functionen gelte, soll hier nachgewiesen werden. 

Unter der Voraussetzung, dass 

ist, stellt sich die Gleichung 1), wenn — r statt -fr gesetzt wird, 
so dar: 

y J' r xz(d*y=x J' r Z{dxy-\r\zx f r * l z®xy 

\\r\WX J >r ^Z(dx)r-[r] z BKxJ %rl:i Z(dx)r 

+ ....(— )r[r] p dPX j* TkV Z{cxy 



dene Begriffe aber köonen ohne Gefahr der Verwechslung nicht wohl 
auf gleiche Art bezeichnet werden; daher scheint die oben angenom- 
mene Uezeiebnongeweiso die bessere zu sein. 



» 



Digitized by Google 



323 



U.1 Kr-f l)(r + 2) (r -f-p- 1)_ rM* 

,rJp ~- 1.2.3 /> 

andeutet. 

Diese Gleichung trägt die Integration einer zusammengesetzt 
ten Function auf die Integrale der einen und die DifFerenziale 
der andern Function (beide für sich betrachtet) über. 

Um nun xlen fraglichen Beweis zu führen, gehen wir von 
folgender bekannten Gleichung aus: 

3) y* XZBx = X J* ZBx-J* t?X j* ZBx). 

Hierin liegt folgendes Gesetz: 

4) Um das Integral einer zusammengesetzten Function zu er- 
halten, vervielfache man die erste ungeänderte Func- 
tion m i t demlntegraleder zweiten, ferner nehme man 
das Differenzial der ersten Function, verbinde es mit 
dem Integrale der zweiten und nehme nun von der so 
erhaltenen zusammengesetzten Function als Ganzes 
das Integral und ziehe letzteres ab. 

Wendet man nun das so eben aufgestellte Gesetz auf das 
zweite Glied in 3) selbst wieder an, so erhält man 

-f$X f ZBx) = -BX J**ZBx+ C 0 2 * f*ZBx). 

Wird nun das zweite Glied dieser Darstellung selbst wieder nach 

4) behandelt, so entsteht 

J* (Ö** j**ZBx)=&X J**ZBx- J**Zdx). 
Ebenso wird auf gleiche Weise 
~y (B*X J**Zcx)=-VX J**ZBx+f <P X f* 

Zgjc) 

u. s. w. Mit jeder Darstellung wird ein neues Glied gewonnen, 
dessen Differenzial und Integral getrennt sind. Bei Fortsetzung 
dieser Entwickelungsweise erhält man 

5) y XZBx=X j* ZBx -Bxj**ZBx + '' * ZBx 

— 9» X j * ZBx + (~)p.BpX p ZBx ... 
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Diese Reibe bricht ab, wenn die höheren DifTerenziale einer 
Function auf 0 führen. Ist diess nicht der Fall, so lauft sie ins 
Unendliche. 

Die Glieder dieser Reihe enthalten vom 2ten an scheinbar et- 
was Undarstellbares, denn 



/ 



? ZBx 



kann für sich nicht dargestellt werden, weun p>l ist. Der Expo- 
nent des Integralzeichens und der von Bx müssen nämlich gleich 
L'nxs sein, wenn das Integral darstellbar sein soll. Diese Bedingung 
ist aber auch bei allen Gliedern vorhanden, denn das beigefügte 
Diflferenzial ergänzt die erforderliche Potenz von Bx. Die Glieder 
dieser Reihe unterliegen nämlich folgendem allgemeinen Gesetze: 



/ P +i 
ZBx. 



Wird nun das p te Diffcrenzial von X durch X p {cx)p 
so hat man den darstellbaren Ausdruck 



BfX j P+ Zax=A,y H " l Z(8a:)P+». 



Die in 5) erhaltene Darstellung fallt mit 2) 
r=l gesetzt wird. 

Um nun das zweite Integral zu erhalten, hat man Nr. 5) mit 
j* Bx zu verbinden. Hiedurch entsteht 

f*XZ(Bx)*= f&f Zhx)Bx- J* (BX J"*ZBx)Bx 

+ j* (&X ZBx)Bx - ... 

Wird nun jeder Ausdruck auf der rechten Seite nach dem Gesetze 
5) selbst wieder behandelt, so ergibt sich für jedes Glied eine 
Reihe. Werden nun ferner die hieraus fliessenden Reihen gehörig 
geordnet, so entsteht: 
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f** XZ{Bx)* 

=zxJ**Z(dx)*~ BxJ*'z(Bx)*+PX f*Z{Bx)*-&xJ**Z{Bx)*\-... 

-dX f*Z(Bx)HB*X f**ZQx)*-d*xJ**Z<ßx)*h'. 

+ &xf l Z(dx)*-d*X f & Z(Bx)H~ 

-a»* f*z(Bx)*+~ 



und hieraus durch Zusammenzählen: 



ü) J % *XZ(Bx)* 
= X f*Z(dx)*-MxJ**Z(Bx)*iW2^*Z(Bx)*-4B^ 

(-)p.^j-BrX J Z(Bx)*.... 

Diese Darstellung fällt mit 2) zusammen, wenn dort r = 2 ge- 
setzt wird, denn es ist 

[%]&xf^WM*=* »X f'^ZiBx)*. 

Wird nun Nr. 6) mit J Bx verbunden , werden die hieraus sich 

ergebenden Glieder der rechten Seite selbst wieder nach 5) behan- 
delt, und die hieraus fliessenden Reihen georduet uud zusammen- 
gezählt , so erhält man 

J* *XZ(Bx)* 

=zXj* 9 Z(Bx)*-BX f*Z(Bx)*+B % xJ**Z(Bx)'-B*xJ' 6 Z(Bx)*+.. 

-ydxf'ztfx)* ^xJ^ 5 Z(Bxy-2B»X^ 6 Z(Bx)H^ 

+WX f Z(Bx)*-3B*Xr*Z(Bx)*+.. 

-MXJ Z{Bx)*±~ 
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Diese Darstellung fällt mit Nr. 2) zusammen, wenn dort r=3 
gesetzt wird, denn es ist 

•Führt man nun auf die angedeutete Weise den Calcul weiter, 
und steigt durch die hohem Integrale auf, und ist man endlich zu 
dem (r — l)ten Integrale gelangt, so hat dasselbe folgende Form: 

- Wr-*>*xf r **z(d*y-i .... (~)>\p + i]r-aap* f r ~ l * p z®xy-* 

Werden nun die Glieder dieser Darstellung mit C dx verbunden 
und die auf der rechten Seite nach 5) behandelt, so entsteht 

xx$xy=xj r z(oxy 

— BXI Z(BxV+ c*XJ Z(Bxy 
-[2] r - 2 aAy 0riI Z(a.r)''+[2]r-^X J***Z(BxY 

Z(dxy 

a^.A. / z(ßxy -j- 

-[2]r_28 3 A J *Z0xY+ 

-|3] r _ 2 a** J* r **z$xy+ 

-[i\r-*)*xf r *\dxy + 
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und hieraus durch Zusamenzählen: 

7) jxz$xy 

-[4]r_i3 8 * J* r **Z(Bxy....{-)r[p+\]r-idPX J* riP Z(BxY .... 
Diese Darstellung fiillt mit 2) zusammen, denn es ist: 

3.4.5 ...r(r + l) r(r+l) 
[3] r -i= iy = -T2~ = 

rn _ 4&6.. ..r(r +l)(r + 2 ) r(r-fl)(r +2) _ ■ . 



: 



^ + I >- 1 ~ 1.2.3... (r-1) - 1.2...;, =M P * 

Hiernach ist der fragliche Beweis geliefert und es folgt, dass 
die Gleichung 1) nicht nur für ein positives, sondern auch für ein 
negatives r gilt, und dass man diese Gleichung nicht nur zur 
Darstellung höherer Differenziale , sondern auch für die höherer 
Integrale zusammengesetzter Functionen benutzen kann. 

Hiemit ist zugleich der unmittelbare Zusammenhang 
zwischen den Grundgesetzen der Differenzial- und Integral- Rech- 
nung auch für zusammengesetzte Functionen nachgewiesen. 

Bezeichnet man nun die verschiedenen Functionen von x durch 
f x x y f*x, f 3 x....f m x, so hat man aus der Differenzial- Rechnung 
folgende Gesetze: 

8) a7i*/i*=s <ft + fctftafrt 

dy l xf 2 xf 3 x=(d l +h+Wi*f%*f**> 

\ \ 

frftxfa ^fmX = {d v + 8t + B mYAxUx .... fmX ; 

und es ist durch das Gesagte gezeigt, dass diese Darstellungen 
für ein positives und negatives r, also nicht nur für hö- 
here Differenziale, sondern auch für höhere I ntegrale un- 
mittelbar gelten. Kennt man daher die einen , so kennt man nach 
den gehörigen Reductiouen auch die andern. 
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§. 2. 

• 

Die im vorigen Paragraphen gegebenen Nachweisungen enthal- 
ten, wie vor Augen liegt, eine wesentliche Erweiterung in den Fun- 
damentalsätzen der Differenzial- und Integral -Rechnung. Sie er- 
heben die Lehren dieser Doctrinen auf einen höheren Standpunkt 
und eröffnen ein reiches Feld zu Anwendungen. Sie verallge- 
meinern die Entwickelungsmethoden dieses Zueile* der Mathema- 
tik und haben dabei den grossen Vortheil, das« sie eine unab- 
hängige Ableitungsweise sichern. 

Bisher war die Grundgleichung für die Integration zusammen- 
gesetzter Functionen nur in der beschränkten torm 

* 

also nur für das erste Integral und nur in zurücklaufender 
Bildungsweise gegeben. 

Diese Form ist sehr beengt, sie erzeugt durch fortgesetzte 
Wiederholung immer nur je ein Glied und führt bei jeder wieder-! 
holten Operation wieder auf die Integration einer zusammenge- 
setzten Function. — Dasselbe Geschäft muss daher so lange wie- 
derholt werden, bis durch fortgesetztes Integriren der Zweck er- 
reicht ist, und aus einem aut mühsame Weise errungenen Re- 
sultate fiir jeden speziellen Fall irgend ein Gesetz erschlossen 
werden kann. 

Diese Beschränkung wird durch die hier mitgetheilte Methode 
aufgehoben. Es wird ein Ueberblick gewährt, der die Geschäfte 
nicht nur ungemein erleichtert, sondern das Endziel auf einmal 
vor Augen rückt, und alle besondern Fälle unter ein allgemeines 
Gesetz subsumirt. 

Es werden sogar zwei bisher immer getrennt und auf schwie- 
rige Weise ausgeführte Geschäfte (Differenziren und Integriren) in 
eines zusammen gezogen und auf einmal ausgeführt, denn man 
hat nach ausgeführter Differenziation nichts weiter zu thun als — r 
statt +r zu setzen , um alsbald das fragliche Integral zu erhalten. 
Mit einem Worte: die Gleichung 1) |.J. differenzirt und in- 
tegrirt in einem und demselben Acte. 

Hierin ist eine wesentliche Erleichterung in Ausführung der 
Geschäfte zuerkennen, wenn man auch von der Bedeutung dieser 
Sätze in wissenschaftlicher Beziehung ganz absehen will, welche 
den Zusammenhang zwischen der Differenzial - und Integral -Rech- 
nung so klar und einfach vor Augen legt. 

* 

Ein Beispiel mag das Gesagte verdeutlichen. Hierzu soll 
vorerst ein ganz einfacher Fall dienen, und das r ,e Differenzial 
und Integral der zusammengesetzten Function 
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bestimmt werden. 

Setzt man Z = x m und (ax+b)P = X f so ist: 

d r x m (ax + b)r 

=(ax + b)Pfrx m + rd(ax + b)rd'-^ + (r)^™: + b)P^x^ + .... 
Nun ist 

&X=zd*(ax+b)P=p»\- l a*(ax+b)P— (dxY, 
d'Z=d'x m =m»\- l x m -'(dx): 

Durch Einführung der gehörigen Werthe entsteht: 

1) d'(ax+b)Px»= (ax+b)Pm'l- i x'»-'(dxy 

+r.p.a(ax+b)P- 1 mr- 1 \- 1 x m - r + 1 (dx) r 

+(r) s p»l-ia»(ar+ö)i>-3mr-8|-i a: »-r + a (S;1:) r 



(r) P pPl- 1 aP.m r -Pl- 1 a:«-''+P(8ar)''. 

Setzt man hierin — r statt r, so geht das Differenzial in das In- 
tegral über und man erhält unter Berücksichtigung , dass 

, 1 1 

m "(m+r+^-MI-^Cm+l)^ 1 

ist, unmittelbar aus 1) folgendes Integral: 

/r (ax4-b)P.x m ± r 
{ax+b)px>»(c>xy= ~(^fiyr- 

T (ro+l) r +*l> 



r(r+l) y» 2 »- 1 « 2 (fl.T-r&)P- 2 :c w + r + 2 
+ 1.2 (m + l)'«*H 



Thcll XX 22 




Die nämliche Darstellung erhält man auch, wenn man vom er- 
sten zum zweiten, von diesem zum dritten und sofort bis zum r tcn 
allmälig aufsteigt, jedoch nach langer Arbeit. 

Das vorstehende Integral hat r Constanten. Sie werden ge- 
funden, wenn in der vorstehenden Darstellung x = 0 gesetzt, und 

allmälig die Wcrthe I, 2,3 r statt r eingeführt werden. S. 

Crelles Journ. 44. Bd. p. 141) u. ff. 

Das nämliche Resultat, welches die vorstehende Gleichung 
2) enthalt , wird gewonnen, wenn man die Integralgleichung 2) 
oder 7) §. 1. benutzt und die Werthe 



einführt. Differenziar und Integral unterliegen also dem gleichen 

Gesetze. 

Eine zweite Form für die entwickelte Darstellung wird ge- 
wonnen , wenn man X=x m und Z=(ux-\- b)P setzt. Es ent- 
steht dann unter Benutzung der oben aufgestellten Differenzial- 
coefßcienten: 

3) B r x m (ax -f b)P — x m .p r \-Ui r (ax + b)v r (Bx) r 




+ (r) a »»*l- V~ 2|_ x a'-*x>»-\ax+ b)P-'+*(dxY 
+(r)sm*\-*p r -*\-*ar-*x™-Hax+b)v-n*$xy 



+ (r) m m m \- l p r -' n \- l a'— m (ax + b)P~ r + m (dx) r . 



Wird hierin — r statt r gesetzt und bemerkt, dass 
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r-t.-l : L 

P ip+T+sY*4-l— (;, + l)r+*|l 

ist, so ergibt sieb bieraus unmittelbar das nachstehende r te Integral 



r. »i..x m - 1 (ar+£)P+ r + 1 



(^ + l) r+1|1 « r+1 

* 

' m'l-'g»— »(oa? -f- 6)1»+'+» 

— L r J3 (p + l)r+3H «r+S 



/ v r i m m \~ l (aX+b)P+ m + r 

I" "lr-l]r + jr^2|T + "p-^P" + Cr-i* + C 

Das r* e Differenzial liefert, wie man leicht erkennt, auch bei 
verschiedener Anordnung in den beiden Darstellungen 1) und 3) ein 
und dasselbe Resultat. Das r u Integral liefert aber in 2) und 4) 
zwei der Form nach verschiedene Resultate. 

In der ersten Darstellung entstehen p Glieder mit r Constan- 
ten, in der zweiten /// Glieder mit r Constanten. Der Inhalt aber 
wird und muss gleich sein, da er eine und dieselbe Sache bedeu- 
tet. In der Darstellung- 2) führen alle Constanten für ar=Q auf 0. 
In der Darstellung 4) ist diess nicht der Fall. 

Man findet die Cunstanten für 4) auf die oben bezeichnete 
Weise, wenn x=0 und dann r= 1,2,3 r gesetzt wird. 

Bezeichnet man das r tr Integral tut die Grenzen von 0 bis x 
durch J* , so hat man 



5) 



x<»{axW)v{dxy= ( p + i)rtlar {jT+iy+Wa^ 



22* 
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w 



ll ( (p + i)r + 3il a M3 



( ) n *l r J'» (p-f^r+mlV+n. 
]mil/ >P | mj l r r-l 2 m l l ÄP * m +% r_a 

•••(— ) m+ (^ + J)«n4r|l tt iiilr- 

4 Die hier gefuntlenen Gleichungen gelten nicht nur für ein 
ganzes, sondern auch für ein gebrochenes r und sind daher gro- 
sser Anwendung fähig. Man kann sie zu dem Ende durch Aus- 
scheidung gemeinschaftlicher Paktoren unter hequemere Formen 

setzen. Aus 2) wird sofort: 



o. * 

l r 1 PjZ 1 (^+A) l '- a -ö 2 ^ p*\- l a*(ax+b)P-*z> 
+ lrJa (in+r-r T)*l» lrJa (m+r+l) 8 ! 1 

/ J r ]p/> pl ~ lflP * H ■ 
(ro+r+l)Pl l _T 

Aus 4) oder 5) wird dann 

+ |rk (p+rfl)*l»«« "~ ,rj3 (/>+r+l) 3 »a 3 " 

(-) m + Vhh-h 1 «•»+> L i^ 1 ! 1 + 

3m|i^r-2 , (r ~l)*-\ib*^x r^Vb'- 1 ~| 
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Hierin kann r eine ganze Zahl, einen ächten oder unächtcti 
Bruch bedeuten. So ist 



r 



+ r(r f fr) mSMjf-'Cag-fft)» _ r^m'l- 1 *(gg jjg ^ 

„r(r +y)(r+2y) ... (r + (m-l)y) w"l ~ Hg g j 1 
1.2....w.9"(l + p + -)'"l 1 a"' 



•Hieraus lassen sich eine Menge specieller Falle ableiten und in 
Tafeln bringen, welche die hierher gehurigen Integraltafeln ergän- 
zen und erweitern. Diess Geschäft wird aber nicht mehr nothig, 
da die hier gegebenen Darstellungen alle besonderen Fälle schon 
entwickelt dem Auge vorlegen. So ist sofort 



9) J* +6)P(&r)l 



2. lPi *(«*+A)P V ax + bf (<ix f b) 



©Vis 

2.lP\*bP+*Vb 



L* (2;> + 3)a J 



+ (5 
/ 



«vT« 



+ 6)P(d*)l 



2.lPl 1 («^+6) ,r yax + 6r 9 J2x(ax + b) L3 (o.r-f6)» ~| 
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«Van 



u. s. w. Nicht uniittero88ante Resultate ergeben sieh, wenn mau 
auf noch speziellere Fälle zurückgeht und die vorliegenden Glei- 
chungen zur Darstellung des bekannten Eulerschen Integrals hö- 
herer Ordnung benutzt. 

Setzt man nämlich 6=1 , a = — 1 und nimmt das Integral 
zwischen den Grenzen 0 und 1, so hat man aus 6), da alle Glie- 
der mit Ausnahme des letzten verschwinden : 

10) J X-d-^zx 1 ^ Ä p 5 ^ n5OT 



0, » 



- J\r+pmm+l) _ (U)H-p-i ( 1,1)» 
I\r)I\M+p+r+l) (1,1)'->.(1,1)"»+m r ' 

Aus 7) wird bei den gleichen Grenzen : 

11) / ^"(1— x)P$x) r 
Vi 

— l?+«+l|l ~~ \r-^\p+mW) + lr-»!l(;,-|- m +2)*|l * * 

Beide Wertbc in 10) und 1 1) sind, obgleich in der Form verschieden, 
an Inhalt gleich, wie sich leicht zeigen lässt. Scheidet man näm- 
lich im Zähler die Facultät l"»! 1 , im Neoner lJ»+"»4ni und \ r ~ l \ l 
aus, so geht 11) über in 

/ r .T»»(l— x)P{dx) r 

\p\\{m\V r _| 

= t y+«4r|ilr-ni [(rHrnlry-»-' p^+m+rZ-^-'C/H-l) 

—{r-l^ip+vi+Ty-V-iim+l^+ir^^ 

Die eingeklammerte Reihe lässt sich auf folgende Weise 
behandeln : 
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< 

(a - = *"M - ma»-»!-^ + (n) 4 a— «I- W - ... 

■ 

Wird Dämlich /> + m + r=a, m + l = A, d=zl, r — l=M gesetzt, 
so geht die eingeschlossene Reihe über in 

Die Einführung dieses Werthes fährt zu folgender Darstellung: 

12) / ^(i-^)p(^)^ _ - lr - 111 ip+ f . H .]i-— Jr _i 1 , 1 p 4B . + 7Tr- 

o. i 

Diess lallt mit 10) zusammen, und somit sind die Eigenschaften 
dieses Eulerschen Integrals höherer Ordnung ermittelt 

Setzt man rsl, so ist wie bekannt: 

13) F**a x^x- lw " llP|1 - n"fH)iTp- H)_ (i.i)--(M > 
13) j *™(i-*)pd*_ lP+m+1|1 - jrip+w+ar- (1.1)1»+-+» * 



Setzt man r+- statt r, so wird 



14) J* %*»(l-a:)P(8x) r ' l l=z- 



i^^'.r^- 11 

l w 'l 1 (5 4r<y)P | ^7 w + > ; 



Hieraus entsteht für 



-=ö und r=0, 1, 2, 

Q z 



/• , l'n|»3Pl 1 '2 m + a . 



• 
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/ 



^ 0 _.)n 8 *). =5 —__=.. 

0, 1 



0.» 

auch un- 



l)ic in 10) und 12) gefundene Gleichung lässt sich aucl 
nüttelbar aus dem r te * Differenzial Nr. 1) ableiten. Setzt man 
nämlich wie vorhin 6=1, «= — l und 1 stritt x 9 so hat man aus 
dieser Gleichung, da alle Glieder mit Ausnahme des (p+1)'*" ver- 
schwinden: 

16) 3'jr" (l— x)p = (-)P.rP\- l m r ~i>\- l (dxy . 
Wird hierin — r statt r gesetzt, so erhält man 

/r rP |l l»il.lP + r-l|l 

0» 1 

Die hier gegebenen Nachweisungen durften in so weit nicht 
ohne Bedeutung sein, als sie den Zusammenhang zwischen 
den Fundamentalsätzen der Differenzial- und Integral- 
Kechnung unzweifelhaft aufdecken, und deswegen für eine sy- 
stematische Begründung dieser wichtigen Doctrinen sich geltend 
machen. Sie zeigen, wie diess in der Natur der Sache liegt, dass 
die bestimmten Integrale denselben Gesetzen unterliegen, wie die 
Differenziale, wenn diess auch bisher nicht gezeigt wurde. Wäre 
diess die einzige Ausbeute, welche hier gewonnen wurde, so 
möchte es schon genügen, um die Aufmerksamkeit der hier mit- 
getheilten Methode zuzuwenden. Sie gewahrt aber ausserdem den 
Vortheil grosser Einfachheit und Leichtigkeit in Handhabung des 
Calculs, und eine nicht verkenuhare Allgemeinheit für den Ücber- 
blick in den zu gewinnende!! Resultaten. 

Es mag hier genügen auf diese Sätze aufmerksam gemacht 
zu haben. Das reiche Material , welches hier zur Verarbeitung 
vorliegt, wird uns 'Veranlassung bieten, wieder auf diesen Gegen- 
stand* zurückzukommen. 
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Einige Bemerkungen über die nähe- 
rungsweisc Auflösung einer Gleichung 
mit einer unbekannten Grögse und 
zweier Gleichungen mit zwei unbe- 
kannten Grössen. 

Von 

dem Herausgeber. 



Em gjebt bekanntlich eine sehr einfache annähernde Auflö- 
sung der Gleichungen mit einer unbekannten Grosse, voraus- 
gesetzt nämlich, dass man schon einen ersten Näherungswerth 
der unbekannten Grösse kennt. Diese Auflösung stellt man ge- 
wöhnlich als eine Art von Regula Falsi dar. Indess lässt sich 
dieselbe auch in sehr einfacher Weise aus einem geometrischen 
Gesichtspunkte auffassen, wie ich jetzt zeigen will. 

Die aufzulösende Gleichung sei überhaupt 

/(*)=0, 

und £ sei ein schon bekannter erster Näherungswerth der gesuch- 
ten unbekannten Grösse. Man nehme nun zwei dem £ senr nahe 
kommende Werthe w t und x 2 an, und berechne die entsprechen- 
den Werthe der Functiou f(x), welche wir durch 

bezeichnen wollen. Die Gleichnng 
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«=/•(*) 

kann man sich überhaupt durch eine Curve dargestellt denken, 
und die durch die Coordinaten x x , u x und .r, z , u 2 bestimmten 
Punkte werden zwei sehr nahe bei einander liegende Punkte die- 
ser Curve sein. Bezeichnen wir aber den wahren Werth der ge- 
suchten unbekannten Grösse durch r, so dass 

A*)=0 

ist, so wird, wie aus allen vorher gemachten Voraussetzungen 
sich auf der Stelle ergiebt, auch der durch die Coordinaten r, 0 
bestimmte Punkt (rO) unserer Curvo sehr nahe bei den Punkten 
(jtjJ/i) und (ar«i/ a ) liegen. Der durch die drei Punkte (rO), (ar,M|), 
(■r. z u 2 ) gehende Theil der Curve wird also, eben weil diese drei 
Punkte sehr nahe bei einander liegen, näherungsweise mit der 
durch die beiden Punkte (^Mj) und (.»-.>//.,) der Lage nach be- 
stimmten geraden Linie zusammenfallen ; und entwickelt man also 
die Gleichung 

u=ax -f b 

dieser geraden Linie, so wird man t näherungsweise erhalten, 
»venu man es aus der Gleichung ' 

0=5 ot 4 b 

bestimmt. Weil aber unsere gerade Linie durch die beiden Punkte 
faiti) und (arg«*) geht, so haben wir zur Bestimmung der Con- 
stanten a, b die beiden Gleichungen 

«x =aar, + b , m* = ax 2 + 6; 

aus denen sich 

ergiebt. Nun erhält man aber aus dem Obigen auch die Gleichung 

m—m, =a(x—x l ) 

oder 

also ist die Gleichung unserer geraden Linie 
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oder 

und zur Bestimmung von r hat man also die Gleichung 
woraus sich 



u l — w 2 v l — «2 



cryiebt. 

Dies sind die aus der Algebra bekannten Nähcrungsformeln. 
Wie man sieb derselben zur' successiven Annäherung bedient, 
braucht hier nicht tveiter erläutert zu werden. 

Es war mir interessant zu untersuchen , ob sich mittelst einer 
ähnlichen geometrischen Auffassungsweise nicht auch Nähcrungs- 
formeln zur Auflosung' zweier Gleichungen mit zwei unbekannten 
Grössen Huden lassen. Was eine von mir angestellte dcsfallsige 
kleine Untersuchung ergeben hat, will ich im Folgenden mittheilen. 

* 

Die zwei aufzulösenden Gleichungen seien überhaupt 

und £, y seien zwei sehon bekannte erste Naherungswerthe der 
gesuchten unbekannten Grossen. Man nehme ,nnn drei Systeme 
den |, ij sehr nahe kommender Wertbe an, welche wir durch 

bezeichnen wollen, und berechne die entsprechenden Wertbe der 
Functionen f{x> y) und F(a , y), die durch 
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«i =/•(*!, yi), ft=*X*k,*); 

bezeichnet « erden mögen, wo also 

«i, » a , «3; 17,, (7 S 

sämmtlich der Null sehr nahe kommende Grössen sind. Die Glei- 
chungen 

u=f(x, y), U=F(x, y) 

kann man überhaupt als die Gleichungen zweier auf dasselbe Co- 
ordinatensystem bezogener krummer Flächen betrachten, und die 
gesuchten Werthe der beiden unbekannten Grössen, welche wir 
durch r, » bezeichnen wollen, so dass 

f{t, »)=0, F(t, «)=0 

'ist , sind dann eigentlich die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
der beiden Curven, in denen 'die Ebene der xy von den neiden 
in Kede stehenden krummen Flächen geschnitten wird. Hält man 
aber alle obigen Voraussetzungen fest, so wird auf der Stelle er- 
hellen, dass man näherungsweise r, V als die Coordinaten des 
Durchschnittspunkts der beiden geraden Linien betrachten kann, 
in denen von den beiden durch die drei Punkte 

und durch die drei Punkte 

(Xi^l/i), (x 2 y 2 U 2 ), (x*y 3 l J s) 

gelegten Ebenen die Ebene der xy geschnitten wird. 

« 

Bezeichnen wir nun die Gleichungen dieser beiden Ebenen 
durch 

ox -f- by -f- cu -{-1 = 0, 
Ax + By + Cu + 1=0; 

so sind 

ax+by + 1=0, 
Ar + + 1 =0 

die Gleichungen der Durchschnittslinien dieser beiden Ebenen mit 
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der Ebene der xy, und r, n müssen daher aus den beiden Glei- 
chungen 

«r + 6» + l=0, 
^r+£?» + l=0 

bestimmt werden , was nicht die mindeste Schwierigkeit hat, wenn 
man die constanten Coefficieuten a, b und A, B kennt. Zur Be- 
stimmung dieser constanten Coeflicienteri hat man aber nach dem 
Obigen die Gleichungen 

a*i + 1=0, 

ax 2 + Oy* -f c« a + 1=0 , 
<*-*3 + fys +cm 3 + 1 = 0 

und 

it*i+Äyi + Ctfi + l = 0, 
Ax % + Byi + CUi + \^0, 

^3+%3 + Cl7, + l=0. 

Aus dem ersten dieser beiden Systeme von Gleichungen ergeben 
sich zuvürderst durch Elimination von a die beiden folgenden 
Gleichungen : 

ftfojfe-atfi) + cC«i«fc-*s«i) + ^i—^2=0, 
6(^3—0-3^2) -f- cteatt,— or 8 w 4 ) + x 2 —x s =0 ; 

und wenn man nun aus diesen beiden Gleichungen h eliminirt, so 
erhält man: 

Den Zahler dieses Bruchs bringt man leicht auf die Form : 

— ( (*i3fe— ) + fotfs— ^2) + (*syi SiVt) I » 
und den Nenner auf die Form : 

— *2 1 «i(*«2y3-*s.y«) + «2(^3^1 -*iy 3 ) + «3(^1^2-^1) l • 

Setzt man also der Kurze wegen 
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St„=:x lß f 9 — x zV%t 



und ganz ebenso: 



Hat man mittelst dieser beiden Formeln c und C bestimmt, 
so erhält man 

a, 6; A, B; » 
mittelst der folgenden Gleichungen: 

aar» + — (l + cw^j 

4r 1 +*ft--(l + CG r 1 ), 
^ t + i?y i =-(l + C?7 2 ); 

nv -\- fm — —1, 



wo 



und 



ist. 



1 
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Man kann natürlich die Grossen a, b\ A, B\ r, » auch leicht 
völlig entwickelt darstellen; für die praktische Rechnung scheinen 
mir aber die folgenden Formeln die bequemsten zu sein : 

ßi*=*i3fo— «Wh» 

■ 

ox 2 +6y t =— (H-eti*); 
Ari + %i = -(l + tVJ f ), 1 

«f + 6n — — l, 

Ohne Schwierigkeit erhält man: 

a _ ffi («g— «a) +#2^3— +#3 ("i— «g) 



und 



oiler 



. . vi ( v%- V* ) + y *( t/ 8 - üi)+ .y 3 ( t7i - 

.r 1 (t; 2 -f7 3)-far < (t7 3 -C7 1 )-f ^(^-t/^, , 
l7iÄ,,3+t7^3,i+^ßi.» 
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C i~r» ,— o » 



und 



B= 



A = 




>2 + >^2>3 + ^3»1 



Zur Bestimmung von r, » bat man die Formeln:* 



b-B a-A 



*-aB-bA' V — aB-bA' 



Hiermit will ich diese kurze Skizze schliessen, indem ich die 
weitere Entwicklung dem Leser überlasse. 

Sehr bemerkenswerthe Formeln zur näherungsweisen Auflu- 



kanntlich Gauss in der Tbeoria motus. p. 136. gegeben, die 
ich in meinen Optischen Untersuchungen. Theil II. §.28. 
8. 175. mittelst der Differentialrechnung bewiesen und in §. 40. 
S. 288. auf n Gleichungen mit 7t unbekannten Grossen zu erwei- 
tern gesucht habe. Ich benutze diese Gelegenheit, diese For- 
meln den Lesern in Erinnerung zu bringen. 
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Demonstration elementaire de la vitesse de 
deviation dn plan d'oscillation dn pendule, 

a diverses latitudes. 

Par 

M. Crahay, 

membre de l'Acadcmir. 

(Aus den Balletins de TAcadeniie Roy nie des scicnces etc. de ßelgique. 
Tome XIX. I. Parti«. 1852. p. 537.) 



La presente note a ponr but unique de montrcr, a laide des 
inathematiques elementaires , la relation qui existe entre la vitesse 
de deviation du plan d'oscillation et la latitude du lieu oü se fait 
1'exueYience. Je considere le phenomenc dans sa plus graude sini- 
plicite, saus m'occuper des causes qu» peuvent modifier periodi- 
quement le mouvement du plan, dont je supposerai constante la 
vitesse angulaire autour de la verticale. (''est dans le travail de 
mon savant confrere , M.Schaar, que la question, envisagde sous 
toutes ses faces, a ete truitee ä fond. 

Soit (Tab. III. Fig. 10.) PER Fun* sectionde la|terre, supposce 
snherique, par un plan meYidien, Osoncentre, Pl v Taxe du mouvement 
diurne, et soit h un lieu situd sur le parallele ELF, de l'hemi- 
sphere boreal. La droite Ohl represente, a un instant donne\ 
la position de la verticale du lieu, dont PLP* est le cercle m6- 
ridieu, tandis que la droite LM > perpendiculaire en L ä la ver- 
ticale. et comprise dans le plan du meridien, est la ligne meri- 
diennc du lieu; eile recontre cn M le prolongement de Taxe. 

Dans l'espace dun jour sideral , ia rotation de la terre fait 
decrire ä la verticale Ol et a la meridienne LM, autour de Taxe 

Theil XX. 23 
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PP 1 , des surfaces de cdnes droits, qui ont le ccrcle EF pour 
base commune, et dont les sommets sont places respectivement 
en O et en M. Apres un certain temps, que nous supposerons 
tres-court, le lieu L aura parcouru l'arc LV du parallele; la ver- 
ticale du lieu aura pris la position OL'l', le meridien ceWePL'P', 
tandis que la meridienne se trouvera en L'M. 

Admettons qu'au depart en L, le plan d'oscillation soit dirige 
suivant le plan du meridien , c'est ädire dans celui qui passe par 
la verticale Ol et par la meridienne LM. Ce plan d'oscillation 
serait toujours exaetement parallele ä luimeme, malgre son d6- 
placement dans Tespace par la rotation du globe, si la pesanteur 
ne le ramenait continuellement ä passer par le centrede la terre; 
niais c'est la aussi la seule modification que sa position ejirouve 
par suite du mouvement diurne, de sorte que lorsque le lieu L 
est arrive en U, le plan d'oscillation sera determine jiar la verti- 
cale Ol' et par une droite L'M* parallele ä la meridienne LM. 
Ainsi ä IVrivee en L' t le plan d'oscillation M'L'l' forme avec le 
plan MW du meridien du lieu un angle horizontal ML'M' , le- 
quel, ä cause de la petitesse que nous supposons a l'arc LL', 
peut t'tre considere* comme egal ä Tangle LML' des lignes me- 
ridiennes aux deux endroits L et IJ . C'est 1'angle de deviatiori 
apparente que Ton observe au plan d'oscillation, mais, dans la 
realite, c'est l'angle dont la meridienne LM a change de position 
dans l'espaee par la rotation de la terre. 

Pour liefe imitier cet angle, menons les droites LPt , L'N vers 
le centre du parallele, cellesLO, L'O vers le centre de la terre, 
enGn, par le milieu R de la corde LL\ menons des droites vers 
i\Tet vers M, elles sont pemendiculaires ä cette corde, et divi- 
sent les aogles opposes en N et en M en deux parties egales. 

Designons par r le rayon de la terre, iiar h l'angle horaire 
L2VL', par // l'angle de deviation LML' du plan d oscillation, 
par X la latitude du lieu. 

• 

Le triangle LNO, rectangle en A et dans lequel l'angle 
NOL est le complement de la latitude, donne 

NL=r. cosA; 

Du triangle LNR, rectangle en R, on deduit 

LR = iVL.sin VaLM,'=r.cosA.sin y t A . 

Le triangle MLO , rectangle en L, donne 

ML = r.colanf>\ . 

Enfin le triangle LMR, rectangle en R, fournit la rclation 
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ou 



. cosAsin^A ... , , , 

sm V« /y = cotaogy = fl "» 1 /»^inA. 

Maintenant, comme dans le passage tle L en //, la me>i- 
dienne LM decrit une portion de la surface convexe du cäne, il 
faut, pour que 1'angle plan LML' represente, sans erreur sen- 
sible, f'espace angulaire parcouru rdellement par cette ge'neratrice, 
que cet angle, de nieme que celui LNL', soit tres-petit, et teile* 
inent c|ue les arcs qui les niesurent puissent etre substitues a 
leurs sinus; ce qui conduit, apres suppression du (acteur com- 
inun %, ä l'expression 

Ainsi. pour un arc h parcouru par le point L de la terre, le 

f>lan d'oscillation semble se mouvoir autour de la verticale, dans 
e sens du mouvement apparent du ciel, d un angle //, dont la 
valeur est h sinA» 

Noos avons suppose que le plan d'oscillatibn coYncidait, au 
depart, avec le plan du meridien; niais on se convaincra facile- 
ment que s'il formait alors avec ce dernier un angle azimutal quel- 
conque, sa deviation de cette pnsition aurait la meme valeur // 
apres le parcours de l'arc h. D'ou il suit aussi qu a chaque in- 
stant la meine relation existe entre les arcs // et h ; et comme 
le mouvement de rotation est uniforme, celui du plan d'oscillation 
Test pareillement. 

La rotation complete de la terre s'executant en 24 heures si- 
derales ou en 23 A Öti'4",09 detemps solaire moyen, il s'ensuit qu'en 
une seconde de temps moyen Parc parcouru est de J.V',011. Tel 
est aussi aux poles, le mouvement angulaire du plan d'oscillation. 
tandis qu'ä notre latitude, supnosee de 51°, le mouvement angu- 
laire du plan n'est que de 0,77715 de cette valeur; ce chiflre etant 
le sin us naturel de la latitude; par consequent le mouvement du 

Ii L i ii y est de 11", 6811 seulement — Et pour faire le tour entier, 
I faudrait 30 A 47'52" de temps moyen, tandis qu'aux poles, il est 
execute* en un jour sideral. — Pour que le plan decrive un angle 

R 

de 7i secondes ä notre latitude, il lui faut ^ secondes de 

temps moyen. 

Dans l'hemisphere austrat du globe, la deviation du plan 
d'oscillation a Heu dans le sens oppose de son mouvement dans 
rhemisphere boreal; c'estä-dire qu il y suit encore ladirection du 
mouvement apparent du ciel. 

23» 
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La construction graphique, d'accord avec la formule /#=A.sinA, 
montre qu'ä mesure que le lieu /. est situe plus pres de l'equa- 
teur, les denx meridiennes /..)/, UM s'approchent de plus en 
plus du paralleTisme , 1'angle de deviation H diminue, et il est 
nul ä l'^quateur; qu'au contrairc, il augmente quand la distance 
ä Tun des pöles diminue, et qu'au pole il est egal ä l'angle ho- 
raire h lui-meme. 

La construction montre encore coniroent le mouvement angu- 
laire LNL' , autour de Taxe PP 1 , peut etre rapporte ä un autre- 
axe Ohl incline au premier, ä l'aide de deux composautes rota- 
tives , l'une autour du nouvel axe Ol, l'autre d une droite Lid, 
meridienne du pointL; la premierede ces coniposantes est l'angle 
MLM' ou //, dont la valeur est AsinA; lautre comnosante est 
l'angle LOL', dont la pesanteur fait tourner le plan d'oscillation, 
pour le diriger constanunent vers le centre de la terre. La valeur 
de ce dernier angle, que nous designerons par C, se döduit du 
triangle LOR, rectangle en R, qui doone 

sin y a C = ^ =sin y 4 AcosA, 

substituant les arcs aux sinus, et effacant le facteur coramun 
Vi, on a 

C=A.cosA. 
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XXI 



♦ 



Snr le theoreme d'Enler, relatif a'la de- 
composition du monvement de rotation des 



(Aus den Bulletin« de I 1 Akademie Royale des scienecs etc. de Bclgique. 
Tome XIX. II. Partie. 1852. p. 161.) 



declinaison du plan d'oscillation pendule, mit ramene* l'atten- 
tion den geometres sur le beau theoreme d'Euler, au moyen du- 
quel on peut expliquer assez simplement la loi de cette d^cli- 
naison. Mais pour mettre l'explication de ce phenomene ä la 
portee de ceux qui nc sont point familiarises avec les calculs su- 
perieurs, il manquait ä la science une demonstration eMementaire 
de ce th^or&me, que Ton doit considerer comme le correlatif de 
celui qui porte le nom de parallelogramme des forces, et 
qui sert aussi ä la composition et ä la decomposition du mouve- 
nieot d un point materiel. Cette Korrelation est formutöe daus les 
theoremes suivants: 

Theoreme 1. Si Ton a (Tab. HI. Fig. 11.) un point materiel C, 
.minie i! ans ladirection CA d'une vitesse P < A,ei si l'onimprime, par 
un moyen quelcooque, au point C une, vitesse Q—Cß dans la di- 
rectum CJBi le point C ira dans la direction CD avec une vi- 
tesse 11= CD, en designant par CD la diagonale du parallelo- 
gramme construit sur les droites CA et CB , considerees comme 
cot es adjacents. En outre , si Ton designe l'angle ACD par a, 
et Tangle BCD par ß, on aura les relations: 



corps. 

Note par 



M. Pagani, 



nierobre de l'Acadeniie. 
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P.Q.R:: s\nß : sin« : sin(or + ß) . 

Ce th^oreme renferme, comnie on sait, tonte la theorie de la 
composition et de la decompositiou du mouveroent de translation. 

Theoreme II. Si l'ou a un corps qui tourne autour de la 
droite CA avec une vitesse angulaire p proportionnelle k.CA t et 
si l'on imprime, par un moyen quelconque, au meine corps, 
autour de la droite CB, une vitesse angulaire g proportionnelle 
ä CB , le corps tournera autour de la droite CD avec une vi- 
tesse angulaire n proportionnelle a la diagonale CD du parallelo- 
gramme construit sur les droites CA et CB, considerees comme 
cAtes adjacents: En outre, si l'on desipne Tangle ACD par «, 
et Tangle BCD par ß, on aura les relations 

p: ^:n::sin/3:sina:sin(«+/S). 

Demonstration. Du point C comnie centre, et avec un 
rayon egal a Tunite de longueur, tracons, dans le plan de la figure 
un cercle qui coupe en er, d, 6 les droites CA, CD , CB. 

En vertu de la vitesse angulaire p, le point d s'elevera au- 
dessus du plan de la figure, et decrira, dans un temps excessi- 
vement court t un arc de cercle dont le nlan est perpendiculaire 
ä la droite CA, et dont le rayon est egal ä sine. Donc le point 
d s'elevera perpendiculairement au plan de la ligure d'une quan- 
tite egale ä T/>sinot. Mais eu vertu de la vitesse angulaire q, le 
point d, pendant le temps t, s'abaissera, perpendiculairement 
au plan de la figure, d'une quantite egale ä xqs'inß. D'ailleirrs, 
on doit avoir, d'apres les defmitious des quantites p t q, a et ß, 
et les proprietes connues des triangles: 

(I) p:q::8inß:e\na, 

d'oü Ton tire 

rpsina = xq&lnß ; 

donc, en vertu des vitesses angulaires simultauees p et q, le point 
d restera en repos. Mais ceci ne peut avoir Heu que si le corps 
tourne autour de la droite CD; donc la premiere partie du theo- 
reine est demontree. 

Maintenant, le corps tournant autour de CD avec une vitesse 
angulaire n, le point 0 s'elevera perpendiculairement au plan de 
la ligure et decrira dans le temps x uu espace egal ä xnsxnß. Or, 
cette quantite doit etre egale ä l'espace xps\n(a + ß) que le point 
b decrirait en vertu de la vitesse angulaire p autour de CA, puis- 
que ce point ne change pas de position en vertu de la vitesse an- 
gulaire q. On aura donc 

Tnsin/3 = T/?siii(a + 0). 

En combinant cette equation avec l'cquatioo (1), on en deduit 
immediatement 
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(2). p:q:n:: sinß : sin« : sin(a + ß) . C.Q.F.D . 

Corollaire 1. Si I'on iniprinie a un corps trois mouvements 
simultanen de rotation autour des aretes contigues d'un paralleli- 
pipede, et que les vitesses angulaires de ces mouvements soient 
proportionnelles a ses trois aretes, il en resultera une rotation 
unique autour de la diagonale du parallelipipede, avec une vitesse 
angulaire proportionnelle ä cette diagonale. 

Corollaire II. Reciproquement, tout mouvemeut de rotation 
autour de la diagonale d un parallelipipede avec une vitesse an- 
gulaire proportionnelle ä la longueur de cette diagonale peut tou- 
jours se decomposer, ä chaque instant, en trois rotatious simul- 
tanees autour des aretes du parallelipipede avec des vitesses an- 
gulaires proportionnelles aux longueurs de ces aretes. 

Ces propositions se demontrent de la meme maniere que leurs 
corrölatives dans la thöorie de la composition et de la decompo- 
sition du mouvemeut de translatiou. 

* 

Corollaire HI. En supposant le parallelipipede rectangle, 
nn aura les relations 

p=ncosA. v = j;nj.su, r=ncosv, 

dans lesquelles p, q, r designent les vitesses angulaires corapo* 
santes , n la vitesse angulaire r&ultante, et A , p, v les angles 
que fönt les aretes avec la diagonale. 

Corollaire IV. Si I' angle v est droit, on aura cosv=0, 
cosp = sinA, et les dernieres equations donneront 

(3) .... p=nco»l t <7 = 7isin^. 

Donc, le mouvement de rotation de la terre autour de Taxe du 
monde avec la vitesse angulaire w, peut etre considäre' ä chaque 
instant comme le resultat de deux rotations instantanees autour 
de Thorizontale raen^e par le centre de la terre dans le plan du 
meridien d'un lieu quelconque, et autour de la verticale du meme 
Heu avec les vitesses angulaires respectives p et q, fournles par 
les equations (3). 
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Migcellen. 



Problem. 



Jahre lang fortgesetzte Beobachtungen bei der Sprengung von 
Felsen in den Steinbrüchen, so wie endlich ein eigens zu diesem 
Zweck angestelltes Experiment haben den Unterzeichneten auf 
folgende Sätze geführt: 

1) Eine solide, d. h. eine nach Dichtigkeit und Cohäsion in 
allen ihren Theilen durchaus gleiche Kugel , wird vermittelst einer 
durch ein elastisches Fluidum (Pulver- oder Wasserdainpf) be- 
wirkte Explosion vom Centrura aus in vier gleiche Stücke zer- 
sprengt, und zwar spitzen sich die vier Stücke im Mittelpunkt 
dreiseitig-pyramidalförmig zu, so dass die Bruchflächen wirkliche 
Ebenen sind und die Kugeloberfläche in ihrer Zerreissuug genau 
das tetraedrische Kugelnetz zeigt. 

2) Geschieht die Sprengung, unter übrigens denselben Vor- 
aussetzungen, nicht vom Centrum aus, so entstehen dennoch nur 
vier, jedoch ungleiche Stücke. 

3) Kleinere Abweichungen nach Cohäsion und Dichtigkeit 
liefern eben so nur vier Hauptstücke, die etwas ungleich ausfal- 
len können; neben einer grossem oder geringem Anzahl von 
Splittern, die sämmtlich mit weit grösserer' Geschwindigkeit fort- 
geschleudert werden. 
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Es wird nun das Problem gestellt, diese Sätze auf theoreti- 
schem Wege zu beweisen , so wie die Frage aufgeworfen, ob sich 
nicht aus diesen Sätzen gewisse Folgerungen ziehen Hessen in 
Beziehung auf die zahlreiche Gruppe der Asteroiden, so wie in 
Beziehung auf unsere Meteore, worunter namentlich der Stein- 
regen ? 



In Bezug auf obige Aufgabe bemerke ich, dass Herr Bren- 
ner im Württembergischen Schulwochenblatt. 1852. 
Nr. 10. einen Aufsatz unter folgendem Titel veröffentlicht hat: 



Einiges über die Zertrümmerungen fester Körper, 
so wie besonders über die Vermuthung der Astrono- 
men, dass die Gruppe der kleinen Planeten die Trüm- 
merstflcke eines einzigen seien. 

In diesem Aufsatze sind Anwendungen der in obigein Problem 
zur theoretischen Beweisführung vorgelegten Sätze, von deren 
Richtigkeit Herr Brenner sich durch Versuche überzeugt hat, 
auf die Asteroiden gemacht. Da indess Herr Brenner in einem 
an mich gerichteten Briefe vom 20. November 1852 selbst sagt, 
dass der in Rede stehende Aufsatz jetzt, wo bereits 20 und mehr 
Asteroiden entdeckt seien, weniger Werth habe als früher, wo 
diess noch nicht der Fall war, so lasse ich diesen Aufsatz nicht 
wiederholt im Archive abdrucken, sondern begnüge mich vorläufig 



Problems und insbesondere des nicht uninteressanten Erfahrungs- 
resultats über das Sprengen von Steinen , von dem in diesem Pro- 
blem die Rede ist. 

Absichtlich stelle ich aber dieses Problem nicht unter 
die Rubrik „Uebu ng saufgab en ", sondern theile es unter den 
„Miscellen" mit, womit sich ja wohl Herr Brenner einvcr- 

m % I ■ mm • ■ 



Jeder weiss, wie störend z. B. bei Sextantenheobachttingen 
u. s. w. das Zittern des Quecksilberhorizonts bei Erschütterungen 
des Gebäudes durch vorüberfahrende Wagen u. dergl. ist. In dem 
Magazin, für die Literatur des Auslandes. 1853. No. 27. 
S. 106. wird folgende dasselbe völlig beseitigen sollende Vor- 
richtung angegeben, die ihre Erfindung den Herren Mauvais 
und Seguiu verdankt: 



Brenner in Tuttlingen. 



\ 




Herrn Brenner gestellten 



standen erklären wird. 



Der Herausgeber. 
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„Ein starker eiserner Haken war an der Decke des Zimmers 
befestigt; . an diesem Haken war mittelst eines Doppelseiles ein 
Ring von Kautschuk angehängt, der aus einem Kautschukstreifen 
gebildet war, dessen Enden über einander gebogen und mit Bind- 
faden zusammengebunden waren. An diesem Kautschukringe hing 
an Stricken das Brett, auf welchem das mit Quecksilber gefüllte 
Gefäss wie auf einer Wagschaale stand. Man wartete, bis Alles 
an dieser Vorrichtung in 's Gleichgewicht und zur Ruhe gekom- 
men war und betrachtete dann mit einem auf die Queck- 
silberfläche gerichteten Fernrohre die Spiegelbilder verschiedener 
irdischer Gegenstände; ihre Umrisse waren vollkommen festste- 
hend und scharf begrenzt" 

Es wird vulkanisirtes Kautschuk empfohlen und bemerkt, 
dass man darunter Kautschuk verstehe, welches längere Zeit in 
geschmolzenem Schwefel oder Schwefelarseuik gelegen; dieses 
behalte seine Elastacität bei jeder Temperatur, währeud das ge- 
wohnliche Kautschuk bei 3° hart werde. 



Man weiss, dass, wenn in einen Kegelschnitt ein beliebiges 
Sechseck ABCDEF beschrieben ist, die Durchschoittspunkte der 
Seiten 

AB und DE, BC und EF, CD und FA 

immer in einer und derselben geraden Linie liegen. In dem , 
Briefwechsel zwischen \V. Ol her s und F. W. B es sei. 
Zweiter Band. Leipzig. 1852. S. 133. ff. zeigt Besscl, 
dass, wenn A, B, C, D, E, F sechs auf einem Kegelschnitt 
liegende Punkte in beliebiger Lage sind, immer die Durchschnitts- 
punkte der Linien 

AB und CD, AE und CF, BF und DE 
in einer und derselben geraden Linie liegen. 



In dem „Briefwechsel zwischen VV. Olbers und F. 
W. Bessel. Herausgegeben von A. Erman. Zweiter 
Band. Leipzig. 1852. S. 135. und S. 137." iindet mau (von 
Bessel) folgende trigonometrische Relationen angeführt: 
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sin(a -6)cos(4+ B + C) + sin( j4— £)cos(a-f 6+ C) 
=cos(£— 6)sin(4+a+C) - cos(J— a)sin(Ä+6f O 

und 

— sin(a— b)8'm(A+B+C) -b\t\(A— #)sin(a+0-f C) 
SS cos(tf— 6)cos(^ f af O — cos04-a)cos(ß+HC). 



In dem mehr erwähnten Briefwechs el zwischen Olberg 
und Hessel. Thl. I. S. 363. theilt ßessel seinem Freunde fol- 
genden Satz mit: 

„Wenn in dem rechten Winkel abc eine Ellipse so gedreht 
wird, dass ab und bc immer Tangenten von ihr sind: so ist der 
Ort ihres Mittelp unktes ein Kreisbogen , um b mit dem Halb- 
messer aV*2 — ee beschrieben, desseu Sehne gleich 

ov^(i-VM 

ist. 



In den „Kurzen Erinnerungen an Momente meines 
Lebens. Jugendzeit — erste 25 Jahre" welche Hessel 
in seiner letzten schmerzhaften Krankheit geschrieben hat, die 
ihn wenige Wochen später am 17. März 1846 den Seinigen und 
der Wissenschaft entriss, und die in dem Briefwechsel zwi- 
schen W. Olbers und F. W. Bessel. Erster Theii. Leip- 
zig. 1852. S. IX — S. XXX. abgedruckt sind, findet sich auf 
S. XXIII. die in dem Munde eines solchen Mannes wichtige 
und deshalb von Lehrern zu beherzigende pädagogisch -mathema- 
tische Aeusserung: 

„In Untertertia des Mindener Gymnasiums" — bis zu welcher 
Klasse nämlich Bessel gekommen war , bevor er zum Kaufmanns- 
stande überging — „wurde zwar Unterricht in den ersten Anfangs- 
gründen der, Geometrie ertheilt , allein ich glaube , dass dieser 
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Anfati« , wenn er ohne Fortsei zun«: bleibt, nicht geeignet ist, 
einen Begriff von dem eigentlichen Wesen der Mathematik zu er- 
zeugen. Die Anfangsgründe der allgemeinen Rechenkunst und 
Algebra würden dies schon eher leisten." 



Lehrsatz. 



Wenn x 2 + y* = z 2 ist, so ist .r m -j y ** < : w oder 
x m + y m "> 2 W , jenachdem m>2 oder m<2 ist. 

Beweis. 

» 

Man setze ar=«z, y=6r, so ist nach der Voraussetzung 
a¥ + 6¥=; 2 , also o»+6*=l; 

folglich ist 

a<l. 6<1 

indem wir den Fall, wenn eine der heiden Grossen jt, y oder a 
h der Null gleich wäre, ausschliessen wollen. 

Ist nun wi>2, so ist, weil a<l, 6<1 ist, offenbar 

n w <fl a , b m <b 2 ; also a w -f 6 m < a 2 -f 6 2 ; 

folglich nach dem Obigen 

6»»<1, 

also 

a rn : m +Ä TO 2 w <: m , d. i. («:)"» + (/«)"■< 2«"; 

folglich nach dem Obigen: 

x m +y m <i». 

Ist aber m<2, so ist, weil 11 <1 , 6<1 ist, oflenbar 
a m > « 2 , 6" > 6* : also o* -| 6 W > n* + ; 



Digitized by Google 



357 

folglich nach dem Obigen 

a»» + 6'»>l, 

also 

a-z" + &»z»>:"\ d. i. (<k)» + (bz)" > ; 
folglich nach dem Obigen 

Anmerkung. Der Gleichung .r 2 -|-y 2 — r* genügen die drei 
Seiten eines rechtwinkligen Dreieck*«. 

G. . 



In den „Astronomischen Nachrichten. Nr. 849." findet 
man einen interessanten Aufsatz von Herrn Doctor G. Schwei- 
zer, Astronomen des Knnstantin'schen Messinstitutes zu Mos- 
kau, in welchem Herr Dr. Schweizer in sehr uberzeugender 
Weise einen ZuNammenhang der bei totalen Sonnenfinsternissen 
beobachteten Protuberanzen mit den Sonnenfackeln nachweiset. 
Die grosse Sonnenfinsterniss vom 28sten Juli 1851 hat Herr Dr. 
Schweizer in Machnowka im Kiew'schen Gouvernement beob- 
achtet. Schon vom ^ j°J!' an Hess Herr Dr. Schweizer 

von den damaligen Zöglingen des genannten Instituts, jetzigen 
Offizieren Herrn Petschkowski und T r o i z k i , sehr sorg- 
faltige Zeichnungen der Sonnenflecken und Sonnenfackeln anfer- 
tigen, und theils die nachherigen Beobachtungen der Sonnenfin- 
sterniss in Machnowka, theils von anderen Orten her bekannt 
gewordene Beobachtungen zeigten Protuberanzen bei gleichen Po- 
sitionen wie die vorher gezeichneten Sonnenflecken, ja es Hess 
sich auch selbst einö Aehnlichkeit in den Gestalten erkennen. 
Wir können hier uns nicht weiter über diesen Gegenstand aus- 
lassen , verweisen aber unsere Leser dringend auf den jedenfalls 
höchst interessanten Aufsatz des Herrn Doctor Schweizer, den 
wir für sehr wichtig halten. 
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In dem lesensiverthen Programm der Ritterakademie zu Lieg- 
nitz von Ostern 1833 (m. 8. Literar. Bericht Nr. LXXIX.) hat 
Herr Insnector Gent daselbst den folgenden einfachen Beweis 
des Lhuilier'schen Ausdrucks für den vierten Theil des sphäri- 
schen Excesses gegeben. 

Nach den Gauss'schen Gleichungen ist: 

cos £ (A + B) cosj(a + 6) . 

TTT" - i ' 

sin^C cos^^ 

Bin ^(A + B) cos^(a-b) 

j— — = j 

cos^ C cos^c 



Aus diesen Gleichungen folgt: 

cos | (A+B) T cos(90°— ^ Q cos ^ (n+ 6) + cos ^ c 

_ = | 

sin^C cos^-c 

sin \{A^B)T sin(90° — \ C) cos ? (a-o) T cos t j c 

cos^C cos^c 



also nach bekannten Zerlegungen: 

sin i (A + B + C-180")sin j ( A -f £ - C + 180°) 

sin^C 

fein y (a -f 6 + c)sin j(a+6— c) 

T 



cos 2 c 
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cos i (A + B + C- 180°)cos j (A + ß - C + 180") 

sin ^- C 

cos i (a+6-f c)cos j (a+6— c) 

= 1 

C08 2 c . 



* 

sin j + B + C-180°) co& \ (A + B — C+ 180°) 

cos g C 



cos g c 



cos \(A+B+ C-J80°)sinJ-(^ + B— C+180 0 ) 

cos^C 



cos j (— a+Hc)cos t (a— 6 + c) 



cos 2 C 



Aus den beiden ersten und den beiden letzten Gleichungen folgt 
durch Division: 



tang j (A+B+ C-I8ö<>)tang j (^+ß-C+180°) 
= tang j ( a+6+c) tang i ( a + 6 — c) , 



tang j (4+ ß+ C- 180°)cot j (/*+Z?-C+180°) 
= tang~ (— «+6+c)tangi(o - 6 + c) . 
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Multiplicirt man diese beiden Gleichungen in einander, so erhalt 
man: 

tangj(|^ + #-rC--18(n* 
=tang j (ö+Hc) taug j (-a+6+c)tang j («— b fr) tang j (<i+6-c; , 



tang jM + Ä+C~180°) 



= tang|(a+6-f c) tangj(-c+6+c)tang ^(a— 6+t)tangJ(a +6-c), 
welches der gesuchte Ausdruck ist. 



< 
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XXIII. 

Ueber Interpolation und mechanische 

Quadratur. 

Von 

dem Herausgeber. 



Einleitung. 

In meiner der mechanischen Quadratur gewidmeten Abhand- 
lung, welche im Archiv Thi. XIV. Nr. XX. abgedruckt ist, habe 
ich zunächst vorzüglich eine strenge Entwicklung der berühmten 
Formeln von Cotes und der nicht minder wichtigen und berühm- 
ten Correctionsformeln von Stirling, welche (ruber überhaupt 
noch nicht streng entwickelt und bewiesen worden waren, zugeben 
versucht, dann aber auch gezeigt, wie man zu den Formeln von 
Gauss, wenigstens in so weit dieselben hauptsächlich Anwen- 
dung linden dürften, gelangen kann, ohne übrigens, wie Gauss 
in höchst scharfsinniger Weise gethan hat, diese wichtigen For- 
meln ganz allgemein zu entwickeln. Alle so eben genannten For- 
meln zeichnen vor allen übrigen zur mechanischen Quadratur in 
Vorschlag gebrachten Formelu besonders dadurch sich vorteil- 
haft aus, dass sie, um in geometrischem Sinne zu sprechen, nicht 
unbedingt erfordern , die Ordinaten in gleichen Abständen zu neh- 
men. Ausser diesen Formeln giebt es zur mechanischen Quadra- 
tur noch andere besonders zum Gebrauche in der Astronomie und 
in den Naturwissenschaften überhaupt geeignete Formeln, welche 
die Ordinaten in gleichen Abständen zu nehmen erfordern, unter 
denen sich hauptsächlich eine Formel durch gross« Eleganz und 
Leichtigkeit der Anwendung auszeichnet, welche Laplace in der 
Mecanique Celeste. Tome IV. Livre IX. No. 5. anführt, 

Theil XX. 34 
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ohne zu bemerken, dass diese Formel wohl eigentlich ursprüng- 
lich von Lagrange (Memoires deBeriin. 1772.) herrührt*). 
La place gelangt zu dieser Formel in seiner bekannten gewöhn- 
lichen Weise mittelst seiner Fonctions gen eratrices. Der 
gewöhnlichen Differenzenrechnung bedienen sich Lacroix im 
Tratte du calcul differentiel et du calcul integral. 
Tome III. p. 182. und in ganz gleicher Weise Pont^coulant 
in der Theorie analytique du Systeme dn monde. 
Tome II. p. 105. Alle "diese Entwickefungen lassen aber be- 
sonders rücksichtlich der Allgemeinheit jedenfalls noch Manches 
zu wünschen übrig, und namentlich scheint mir auch die in Rede 
stehende, nach meiner Meinung sehr beraerkenswerthe Formel, 
überhaupt noch nicht unter dem richtigen Gesichtspunkte und in 
gehöriger Allgemeinheit dargestellt worden zu sein, weshalb ich 
versuchen will , in der vorliegenden Abhandlung eine möglichst 
strenge und allgemeine Entwickelung dieser höchst wichtigen und 
merkwürdigen Formel zu geben , die hauptsächlich für die Berech- 
nung der Störungen der Planeten und Coraeten grosse Vortheile 
darzubieten scheint, weshalb sie auch dazu von Laplace und 
Pontecoulant vorzüglich in Vorschlag gebracht worden ist. 
Besonders scheint dies aber der Fall zu sein , wenn man die Stö- 
rungsrechntingen nicht mehr in der älteren Weise, sondern in der 
neuen an sich ganz elementaren Form führt, welche neuerlich 
besonders von Encke in den Astronomisch en IN achrichten. 
Nr. 791. 792., früher, wie Encke in Nr. 814. desselben Journals 
selbst bemerkt, schon von George P. Bond, Gehülfen an der 
Sternwarte zu Cambridge in Nordamerika, in Vorschlag ge- 
bracht worden ist, wobei ich jedoch zu bemerken nicht unterlas- 
sen darf, dass Encke in den angeführten Abhandlungen auch 
ausfuhrlich und in eigenthümlicher Weise gezeigt hat, wie die 
mechanische Quadratur bei der neuen Form der Störungsrechnun- 
gen nach seiner Meinung am besten in Ausführung zu brin- 
gen Ist. 

Die Entwickelung der erwähnten Laplace'schen oder Lagran- 
ge'schen Quadraturforniet , welche ich in dieser Abhandlong geben 
werde, steht aber in so enger Verbindung mit der Theorie der 
Interpolation bei gleich weit von einander abstehenden Ordtnaten, 
dass Ich auch diese Theorie in ihren Haupt momenten zu entwi- 
ckeln genöthigt bin, hoffe aber, dass meine Entwickelung dersel- 
ben durch ihre Eigenthümlichkeit das Interesse der Leser einiger- 
massen in Anspruch zu nehmen geeignet sein wird. Die berühm- 
ten Newton'schen Interpolationsformeln, zu deren Entwickelung 
sich Laplace in der Theorie analytiq ue des probabilit£s 
Livre I. Chap. I. Nö. 4. gleichfalls der Theorie des fon- 
ctions gen eratrices bedient hat, werde ich, um diese Ab- 
handlung für jetzt nicht zu sehr auszudehnen, in einer späteren 
Abhandlung in möglichst einfacher <rad elementarer Weise zu ent- 
wickeln suchen. 



•) M. «• Ma tlirmatiirhM Wörterbuch. Thl. IV. S. 165. 
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i • ♦ 

i ;•»! 1 • ■ • • • 

I! »1» 

. • 1 



» 4 * 



§1. 

Das Ioterpolationsproblem kann im Allgemeinen auf folgende 
Art ausgesprochen werden: 

Es sei eine Reibe von Grossen 

X 0 , Xi , X 2 , X 9 , X* 

1,1, . • ■ 

und eine zweite Reibe gleich vieler Grossen 

.•'« .•.« • 

STo» tf\y #2» #3» •••• 

i » •« 

gegeben. Man soll eine Function yz=zf(x) von ar von 
solcher Beschaffenheit finden, dass dieselbe, wenn 
man der unabhängigen veränderlichen Grosse x die 
Werthe 

• * • • • * * 

&Q» &\* ^3» •••• &n 

beilegt, respoctive die Werthe 

Vo* yi* y«' #3» •••• y« 

erhält, so dass also 

y 0 =f(x 0 ), y l —f(x l ), y 2 z=:f(x t ), ...,y»=zf(x,) 

ist 

* 

Man kann sich die gegebenen n + 1 Werthe 

i 

I 

X 0 , X x , Xi, X 3 , .... X 9 

der unabhängigen veränderlichen Grösse x als Abscissen, die 



der unabhängigen 
gegebenen Werthe 



!to> yi» y*. ys> ••• y* 

der Function y=f(x) als die diesen Abscissen entsprechenden 
Ordinate ii in einem beliebigen Coordinatensystem denken, und 
wird dann sogleich ubersehen, dass das allgemeine Interpolations- 
problem, aus diesem Gesichtspunkte betrachtet, auf die folgende 
geometrische Aufgabe zurückkommt: 

Durch n-f l gegebene Punkte in einer Ebene eine 
Curve zu ziehen, oder die Gleichung einer Gurve zu 
finden, welche durch gegebene Punkte in einer 

Ebene geht. 

24* 
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Aus dieser geometrischen Fassung der Aufgabe ergiebt sich 
auf der Stelle, dass das Interpolationsproblem im Allgemeinen 
eine unbestimmte Aufgabe ist, weil durch n { I gegebene Punkte 
offenbar unendlich viele eben so vielen verschiedenen 
unterworfene Curven gezogen werden können. 



§. 2. 

Wegen der Uebestim rotheit des Interpolationsproblems im All- 
gemeinen ist es nöthig, dasselbe durch Hinzufügung besonderer 
Bedingungen zu einer bestimmten Aufgabe zu machen. Dass auch 
hierin dem mathematischen Scharfsinne wieder ein grosser Spiel- 
raum verstattet ist, bedarf kaum einer besonderen Bemerkung. 
Um uns aber für jetzt der Form anzuschliessen , unter welcher 
das Interpolationsproblem vorzugsweise in der Astronomie und in 
den Naturwissenschaften Anwendung linde t, wollen wir uns die 
folgende Aufgabe vorlegen: 

Man soll eine ganze rationale algebraische Fun- 
ction j/ = f(.i) des nten Grades von solcher Beschaf- 
fenheit finden, dass dieselbe, wenn man ihrer unab- 
hängigen veränderlichen Grösse x die n-f-1 gegebenen 
Werthe 

#o» x \> x %> x z> x * 
beilegt, respective die n ebenfalls gegebenen Werthe 

3fo» Vi* y«> 3k » •••• 

erhält, so dass 

yo=/W> yi=/to)> y*=f\xJ> y» =/(*■) 

ist 

Der Auflösung dieser in jeder Beziehung höchst wichtigen 
Aufgabe werden unsere folgenden Untersuchungen lediglich ge- 
widmet sein. 



$. 3. 

Zuerst und vor allen Dingen muss man zeigen, dass das In- 
terpolationsproblem unter der ihm im vorhergehenden Paragraphen 
gegebenen Fassung eine völlig bestimmte Aufgabe ist. Die fol- 
genden Betrachtungen werden geeignet sein , uns hiervon vollkom- 
men zu überzeugen. 
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Ueberhaupt sei 

A= a^r* + ajir*- 1 -f- c^-* -f + a*-i # + a* 

eine beliebige ganze rationale algebraische Function des A-ten 
Grades von x, welche für x=x 0 verschwindet, so dass also 

O=a 0 *o*+öi*o*" 1 + ... -f ot_,a- 0 + o* 

ist. Aus den beiden vorstehenden Gleichungen ergiebt sich durch 
Subtraction auf der Stelle: 

X=a 0 (x k —x 0 k ) -f a x {x k - 1 — ^o*- 1 ) + ... + <ik- x {x— x 0 ), 

und die Function X ist also, weil bekanntlich allgemein 

ist, durch die Grösse x — x 0 ohne Rest theilbar, so dass näm- 
lich der Quotient, welchen man erhält, wenn man in A mit x — x 0 
dividirt, jederzeit eine ganze rationale algebraische Function des 
(Ä- — 1) sten Grades ist 

Hieraus lässt sich ferner leicht herleiten, dass die ganze ra- 
tionale algebraische Function A, wenn dieselbe verschwindet, 
wenn man für x irgend einen der sämmtlich unter einander un- 
gleichen Wertbe 

Xqj «JTj , «Tj» «fj t •••* 

setzt, wo die Anzahl n-f 1 dieser Werthe nicht grösser als k 
sein soll, jederzeit durch das Product 

{X— X 0 ) (X— X t ) (X—X^) (X— Xn) 

ohne Rest theilbar, und dass der Quotient eine ganze rationale 
algebraische Function des (Ä— «— l)sten Grades ist. 

Weil nämlich nach derVoraussetzung X für x=x 0 verschwin- 
det, so ist nach dem Vorhergehenden, wenn man 

X=z(x— x 0 )X 0 

0 • 

setzt, Xq eine ganze rationale algebraische Function des (k— l)ster 
Grades von x. 

Nach derVoraussetzung verschwindet aber X auch für x=x x . 
Also rouss das Product 

(x— x 0 )X 0 
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für verschwinden , und da nun nach der Voraussetzung x Q 

und .r, ungleich sind, also x — x 0 für x—x t nicht verschwindet, 
so muss X 0 für x=zx t verschwinden, so das9 also »ach dem Obi- 
gen, wenn man 

X 0 = (x^X l )X l 

• ! ■ i 

setzt, Xi eine ganze rationale algebraische Function des (£— 2)ten 
Grades von x ist. Daher ist nun nach dem Vorhergehenden 

X=(x~ x 0 ) {x—x l )X l . ] 

Nkch der Voraussetzung verschwindet aber X auch fiir x=x%. 
Also muss das Product 

(x-^x 0 )(x—x l )X l 

für x=x 2 verschwinden, und da nun nach der Voraussetzung 
x 0 , x t und x % unter einander ungleich sind, also (x—x 0 )(x—x l ) 
für x=x% nicht verschwindet, so muss X x für x=x 2 verschwin- 
den, so dass also nach dem Obigen, wenn man 

X l ss (x — x %)X 2 

setzt, X 2 eine ganze rationale algebraische Function des (k — 3)ten 
Grades von x ist. Daher ist nach dem Obigen 

— 

X = *<>) (x— x t ) (x—xJX* . 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und es 
ist folglich unter den gemachten Voraussetzungen: 

A"= (X-~X 0 ) (X—X X ) (x—X^)....(x—Xn)Xn , 

wo X n eine ganze rationale algebraische Function des (A— n— 1)- 
sten Grades bezeichnet, so dass also X jederzeit durch das 
Product 

{x— x 0 ) (x—x 1 )(x—a^,..,(x — Xu) 

ohne Rest th eil bar ist, wie behauptet wurde. 

Wir wollen nun annehmen, dass die beiden beliebigen ganzen 
rationalen algebraischen Functionen <p(x) und ty(x) von x für die 
sämmtlich unter einander verschiedenen Werthe 

X 0 , X x% JT a , X 9 , ».~ X n 

von x, deren Anzahl n-f l grosser sein soll als der Grad jeder 
der beiden Functionen tp(x) und ij'(.r), gleiche Werthe erhalten; 
so lässt 'sich leicht zeigen, dass die beiden Functionen q>(x) und 
ty(x) identisch, d. h. für jeden Werth von x y einander gleich 
sein müssen. 
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Wäre nämlich nicht identisch, d. b. für jeden Werth von *, 

tp(x)-=y(x) , so wäre 

<p(x) — ip(x) 

eine ganze rationale algebraische Function von x, die nicht iden- 
tisch, d. h. für jeden Werth von x, gleich Null wäre, und der 
Grad dieser Function , welchen wir durch / bezeichnen wollen, 
wäre unter den gemachten Voraussetzungen jedenfalls kleiner als 
n-f-1. Nach der Voraussetzung erhalten aber die Fumtjpnen <p(x) 
und ty(x) für die n -f- 1 ungleichen Werthe 

X 0 , Xi t X%, X it .... X n 

von x gleiche Werthe ; also verschwindet die ganze rationale alge- 
braische Function 

K*) 

• . pi «» :/. 

des Arten Grades von x, wo k kleiner als » + 1 ist, für die n-f 1 

ungleichen Werthe 

t . » 

2o» X\ , x% , .... x n 
•i • Ii. 
von x. Daher ist nach dem Obigen 

i 

.. i 

.. . . , <p(x) — ty(x) 

=(*— x 0 )(x — ar|)(x— x^) (a:— xk-JXk** , ♦ 

* . ... 

wo Xk-x eine ganze rationale algebraische Function des (k — fc)- 
ten oder Oten Grades, d. h. eine constante Grösse ist; nnd da 
nun w{x) — y{x) nicht identisch gleich Null ist, so verschwindet 
offenbar diese constante Grösse Xk-i nicht. 

Nun verschwindet aber nach dem Obigen 

— y(x) 

auch für die Werthe 

■j..... 

Xk , arfr+i » » x * 
von x. Also ist nach dem Vorhergeheoden: 

0 = (.r*+i--ar o ) (ari+i-X!)^,-^....^,-^-!)!»-! , 
0=(x*+»-*o) (*H*-*i) (**+a Ä-i • 

. . : • ... 

u. s. w. 

0 = (Xu— X Q ) (Xn— X x ) (Xn— ■" (x*—Xk-\)Xk-\ \ 
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und da nun Dach der Vorausetzung die Werthe 

sämmtlich unter einander ungleich sind, so verschwindet keines 
der Producte 

(xk— x 0 ) {xk—Xi) ar^) .... (Xlr— Xk-i) , 

(ar*+j -*<,) (xku— x x ) (art+i— ^a)-- » 

(Xk+t— x 0 ) x x ) (Xk+V-X^ .... (Xk+i-Xk-J , 

U. 8. W. 

ar 0 ) (xu-x^ .... . 

Also muss oflfenbar Xk- X verschwinden. 

Da dies dem Vorhergehenden widerspricht , so muss unsere 
obige Annahme, dass die Functionen <p(x) und ty(x) nicht iden- 
tisch, d. h. für jedes x, einander gleich wären, falsch sein, 
und diese beiden Functionen sind daher unter den gemachten 
Voraussetzungen jederzeit identisch einander gleich , wie behaup- 
tet wurde. 

Hieraus ereiebt sich aber unmittelbar , dass das Interpolations- 

froblem unter der im vorhergehenden Paragraphen ihm gegebenen 
assung eine vollständig bestimmte Aufgabe ist, d. h. dass jed« 
ganze rationale algebraische Function v des nten Grades von x 
vollständig bestimmt ist, wenn man die den n + i ungleichen 
Werthen 

x 0 , x lt ar a , x iy .... x n 
von x entsprechenden Werthe 

yo> yi » Vi* ys» •••« y« 

dieser Function kennt, weil nämlich nach dem Vorhergehenden 
alle ganze rationale algebraische Functionen des n ten Grades von 
x , welche für die w + 1 ungleichen Werthe 

x 0 , x lt x 2 * x s x n 

von x die Werthe 

yo> yi > y-i* ys» •••• y» 

erhalten, unter einander identisch. sind. Kann man, was hierbei 
immer vorausgesetzt wird, nur eine ganze rationale algebraische 
Function y des nten Grades von x finden, welche für die n+1 
ungleichen Werthe 
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*0t *1> X 9> X * 

m 

von x die gegebenen Werthe 

Vo> Vv> y%* y*> "" y» 

erhält, so ist dadurch die Function y , welche bei dem Interpola- 
tionsproblem gesucht wird, ganz im Allgemeinen gefunden. Wie 
nun aber eine solche Function jederzeit gefunden werden kann, 
soll im Folgenden gezeigt werden. 



§. 4. 

Unseren ferneren Untersuchungen über das Interpolations- 
problem schicken wir die folgende Betrachtung über die Functio- 
nen überhaupt voraus. 

Es sei /'(.r) eine ganz beliebige Function von x , so hat man 
für jedes x und co die folgende identische Gleichung: 

oder, wenn wir der Kürze wegen 
setzen, die Gleichung 

l) f(x+<0)=f(x) + (Dip(x). 

In dieser Gleichung setze man nun, was offenbar verstattet ist, 
für x und co respective x+&x und co— Aa:, wo \x ebenfalls eine 
ganz beliebige Grosse bezeichnet; so erhält man 

A*+ «,) \x) + (»-a*)9>(*+ A*). 

Zieht man von dieser Gleichung die Gleichung 1) ab, so ergiebt 
sich: 

0 = Ax+ A*) - f{x) + (<o— &x)(p(x+ Aar) — a>?(*) . 

oder 

0=/Kar+ Aar) - A*) 1 9>(*+A*0-<K*) }— <p(x)&x, 

also 

' 2) 0=A/(a:) + (a»-Aa:)A9>(*)-g)(ar)Aa:. 
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s 

Setzen wir in dieser Gleichung für x und a> wieder respective 
x-{-&x und co — \x, so erhalten wir 

0=A/fa+A*) + C»-2Aa:) Ay(*+A*)- 9>(*+A*) A* , 

!■ . • ■ . 

also, wenn wir von dieser Gleichung die Gleichung 2) abzieheo: 



1. 1 . 

\ • .'VI. 



0= A/l*+A*)-A/l*) 

+ (ö— 2A-*)A9>0*+A*)— (»— A*)A<j>(x) 

— { qo(x+A^) — 9>C*) I Aar 

= A/t*+A*)— A/l*) 
+ (d>-2 Aar) I A9>(^+ Ax)- A<p(x) | - A<*>(*) A* 

- M*+A*) -<?>(*) )A*> 



-I' . « i ;l, . 

folglich * , 

3) 0= A*/W+(<»>- 2A*)A a <P(#)— 2A?(*)A*. 

Wird in dieser Gleichung fiir x und o> wieder respective x+\x 
und cd— A* gesetzt, so ergiebt sich: 

0= AV(*+ A*) + (a>-3Ax) A M*+ A*)-2 A?>(*+ A*) A* , 

i * 

also, wenn man von dieser Gleichung die Gleichung 3) abzieht: 

0= A7t*+A*)-A7l*) 

+ (a>-3A^)A 2 ^+Aar)-(c»-2Aar)AVW , . 
— 2 { A<?>(* + A*) - A<p(ar) ) Aar 

• • * 

= A a /(*+A*)-A*/to 
+ (»-3A*)IAVC«+A*)-A^(*)1-AW*)A* 
- 2 ( A«p(*+ A*) - Av<x) I A* . 



folglich 

u 



4) 0 = A7te) +( «-3 Ax) A'vl*)— 3A*9(*) A* • 



Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, ist klar. Auch 
erhellet die Richtigkeit des allgemeinen Gesetzes auf der Stelle, 
ohne dass man dasselbe erst durch den Bernoulli'schen 
aligemein zu beweisen braucht. £s ist nämlich allgemein: 

5) 0= A"/(*)-r (»— » A*) AM*)— n A"" 1 ^^) A* • 
Hieraus erhält man aber die folgenden Gleichungen: 
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f{x+m) z=f[x) + axp{x) , 
, >. A/(s) , an- A* 

AW:r N_ A a /frg) . co—3\a; . , 
A * (ar) — 3ÄF + 3A* 



u. s. w. 



; v 

welche ferner durch ein einfaches Substitutionsverfahren sogleich 
zu der folgenden Gleichung führen: 



oof 0) — A#) - - 

m(tt)-A»)(«>— 2\x) 
+ TiSAi* A/W 

U. 8. W. 

. + 1.2.3....«A* n A/(X) 

<a(<p— A*) (ca— 2Aar) ... (o>— ^A *) Ktt , s 
+ 1.2.3...nAo:« A 



oder 
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flx+a>)= f\x) 



CO 



1.2.3 

U. 8. W. 



nA*)A B <p(*) 



Bezeichnen wir aber in dieser Abhandlung die Binomialcoeflficien- 
ten fiir den Exponenten k immer durch 

(«o, (*)ti (*)•» (*>4. 

so kiiunen wir die obige Formel kurzer auf folgende Art aus- 
drücken : 

U. 8. W. 

+ (oh- «Aar) (^i/, <W(*) • 

Wenn A"9>(*) = <> ist, so ist: 
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7) fl*f.)=A*) + (^), A/M + (äs),AYW 

U. 8. W. 

. » 
Ist z. B. indem n eine positive ganze Zahl bezeich- 

net, so ist 

_ frr-f cd)»— ar" (ar-fco)«-:*:* 
VW— m — + w) - x ' 

also nach einem bekannten, schon oben angewandten Satze: 

<p(ar)= (ar+w)«- 1 + (*+a>)»- 2 x 
+ (ar+o»)»-»a:* 

u. s. w. 
-f(j?+a>)ar»- a 

woraus sich ergiebt, dass in diesem Falle <p(x) eine ganze ratio^. 
nale algebraische Function des (n — l)sten Grades von x y und 
Mglich nach einem bekannten Satze £»(p(x)=0 ist. Also ist 
r'ach 7): 

8) (x+<»)"=*»4(^) i A.x«+(^) s A l .x- 

U. 8. W. 



Wir wollen nun die Reihe 
(n)A, -(i+l)i(w)Hi. a+2) t («)AH» -HWHfc. 
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wo n eine ganz beliebige Grosse bezeichnet, dagegen l und u 
positive ganze Zahlen sein sollen, zu summiren suchen, indem 
wir der Kürze wegen 

] 

^(n), - (HD, (*)a+i + ä^Mn)XH + + ( - WHfM«)* , 

setzen. 

Nach einem sehr bekannten Satze von der Zerlegung der 
Binomialcoeflicienten in zwei andere Binomialcoefficienten ist: 

<jp(A,/i)= («-l)x-t + 

-(i+l)i(«-l)A-(A+l)i(n-l)Hi 
+ (H2) 2 (*-~I)A +1 +(H2) 2 («-l);i + * 

- (H3) 3 (n-l) Ha -(l+3),(n-l)H, ' 
u. s. w. 

+(-l^(H^M)i + ,- I +(--lWH|i),(»-i)H/. 

-KHl)i-(i)oK«-l)a 
+ 1 (*+2) 2 -(*+i), )(»-!);.+, 

-ia+3) 3 -(H2).)(n-l)A^ 

U. 8. W. 

+ ( -l^|(HriWi+f*-lV-i 
+ (-l)^(HfiMn-l)M-/* ' 
= (it— -'(^(«-1)1 + (HJ)»(n-l)A+i-a+2),(8-J)H«+ 

Also hat man die Relation: 

<p(M)=<p(i-l,n-J) + (-l)^(Hfi^(n-l)^. 
Nun ist aber 

_ qffi)(H-f*-l)...(A -r-l) (n-1)(M-2)...(w_A-,0 
— ; 1.2.3....** I.2.3...(A+p) 
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1.2.3..A. 1.2.3..^ 4 1.2.3...(l+f0 



1.2.3....J, L2T3...fi(f*+l)...(A+f») 

(n-l)(it-2)....(»— A) (n —X — l)(n — iL — 2)..(h — Ü.— ft) 
- HO ].2.3...j* 

also 

(A+u) jU (n-l)A +M =(n-l)A(«-i-lV. 
und folglich nach dem Obigen: 

g,(A,n) = qp(A-l,«-l) + (-Wn-l)A(n-i-lV. 

Leicht erhellet, dass 

<p(Q, n) = (n) 0 - (nX + (n) 2 - (n), + _ + MW*)* 

= (n) u -(n-l) 0 +(»-l)i-(n- 1) 4 +...+(-1)^-1)^-, 

— ^-(»-D.+ .-K-lV'C«-!)/,, 

<p(0,n)=(-])^(n-l) JU 

ist. Also ist nach der obigen Relation: 

i . . . . . • • < • «* 

>(1 , „) = V (0, n- 1) + (-l)'*(n - 1), (n-2) M 

= ( - l>«(n -2)„ + ( - 1 ydt-1), (»-«>„ 
= (- IV" ( (n- 1) 0 + («-]), I (n-2)„ 
... =(-W«)i(«- 4 2)m. , ... 

g>(2,n) = 9(l,n-l)+(-l)^«-I) a (»-3)M . " . 

=(-D ü ("-l)i(»-3) / , + (-l)Ai(„-l) 2 („-3) u 

5 =(-l)«:(«-l) 1 +(n-l) a }(«-3) AI 
=(-!)" (»).(» 

• * * • 

9(3, n) = 9(2,n-l) + (-Wn-lMn-4)« 

=:(-ly(«-l) t (j|-4),.+(-l^(ii-l)3(«-4) /< 
=(-l)M{(n-l) 2 +(«-l) 3 )(«~4) u 

u. s. w. 
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Wie mao auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und es ist 
folglich allgemein: 

9 (i,n) = (-l)^(»)Ä(n-A-l) / .; 

also 

(-^„^.(n-A-l),, 



f. 6. 

Indem wir dem eigentlichen Interpolationsproblem nun näher 
treten, wollen wir annehmen* dass die gesucnte ganze rationale 
algebraische Function des nten Grades von x, welche für 

• / — «1(> * * » *^3> •••• *^"* 

respective die Werthe 

yo> y\> y*> ys» •••• y* 

erhalten soll, die Function 

y ss 4 0 + + 4 a a: a + ^.r 3 + .... + ^«.r» 

sei, wollen aber jetzt, wie wir schon früher bemerkt haben, die 
besondere Voraussetzung zum Grunde legen, dass die gegebenen 
Werthe 

der unabhängigen veränderlichen Grüsse x eine arithmetische 
Reihe der ersten Ordnung bilden, deren beständige Differenz 
durch bezeichnet werden mag. 

Nach den Bedingungen der Aufgabe haben wir die Gleichung 

yo= 4> + ^i*o + 4e*o* + 4**o* + »••• + ^o" , 

aus welcher sich nach bekannten Principien überhaupt die folgen- 
den Gleichungen ergeben: 
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Jfo = A 0 + A v X 0 + A^Xq* + A 3 x 0 * + ... -f AnXf, 

Ay 0 = A x Aa- 0 + 4 2 A ■ *o a A ■ x^+.-.+An&xf, 

U. 8. W. u . s . w 

A»-^o= 4,-, A«-** 0 »-' + ^„ A— 1 .^«. 

A"#> = 4«A".# 0 "; 
wo die Grössen 

3fo> Ay 0 » A 2 #>> A 3 #>» - A^tyo» A"y 0 
aus der gegebeneu Reihe 

3fo» #1» y-z» ,y 3 , ... y B 
nach dem folgenden bekannten Schema berechnet werden müssen 

9t—3fo 

3fc yz-Vfr+yt u . g. w . 



: 
: 

yn-3~ y«- 4 i : 
y*-*—y*-Z 3vn-2+3y B _3—y M _ 4 

Sf^-i i-2y.-a+jr*-i u. s. w. 

y*-i-yn- 2 y»-3y—i+%«-*~y»-3 

y„ - t/ n -, 
wo also 

£yo=yi-y<» 

■ 

U. 8. W. 

Th«i XX. 25 



I 



378 

ist. Natürlich wird man aber bei praktischen Anwendungen 

yo* A#>» A 2 .y 0 , AW A"yo 

nicht nach diesen Formeln , sondern in bekannter Weise durch 
successive Subtraction nach dem obigen Schema berechnen. 

Zur Bestimmung der Coefficienten 

*^o» -^i> ^t» -^s» ••• A\* 
der gesuchten Function 

y = -^o + + A<jpP + ^s** + + 

erhSlt man nun aber aus den obigen Gleichungen unmittelbar die 
folgenden recurrirenden Formeln: 

U. S. W. U. 8. W. 

Avo A^o* , A~*\> 3 ^ A-g p" A 

A> = yo — ^O^i — ^0*^2 — ^o 3 -^8 — ••• — X 0 n ~ l An-\ — Xj*A n . 

« 

In diesen Formeln- ist die erste Auflösung des Interpolations- 
problems enthalten. 

HSuGg kommt bei Anwendungen der Fall vor, dass :r o =0 ist. 
In diesem Falle hat man z.B. für m = 5 die folgenden recurriren- 
den Formeln, mittelst welcher sich die Coefficienten 

A 0 , A\ , A% > A^t A±, A 6 

bestimmen lassen: 
A 1 Afyo 
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) 

' \ t 

Sich ähnliche Formeln für noch grössere Werth« von it zu 
berechnen , hat nicht die mindeste Schwierigkeit. Für den prak- 
tischen Gebrauch Ut es naturlich vortheilhaft und nothwendig, die- 
selben bis zu einer möglichst hohen Gränze hin vorräthig zu 
haben. 



§. 7. 

Eine neue Auflösung unserer Aufgabe ergiebt. sich auf fol- 
gende Art. 

Wenn wir die im vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Ausdrucke von 

y 0 . A3fo> -Vfyo» Afy>> •••• A"yo 

nach der Ueihe mit 

V Ji \ A*o A V & x o /s V A*o /«• 

multipliciren und die erhaltenen Gleichungen dann zu einander 
addiren, so erhalten wir die Gleichung: 

25* 
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U. 8. W. 



Setzen wir nun in der Gleichung §. 4. 8) für x und o> respective 
x 0 und x 0 , also + x 0 )=x für ar+ö, so erhalten wir 
den Ausdruck: 

und folglich, wenn wir in dieser Formel nach und nach 

n=l, 2, 3, 4, it 

setzen, nach dem Vorhergehenden: 

* + o»x -* + (kx 

~+(^X^-* 

=^o + + 4 a a; a + 4 3 a: s -f .... + J»ar", 
also, weil bekanntlich 

9=4, + Ax*+A** + 4i*" + •••• + 

ist: 
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* 

welche Formel eine neue sehr bemerkenswert he Auflösung des 
Interpolationsproblems liefert. 



§. 8. 



Eine dritte Auflösung ergiebt sich auf folgende Art. 
Bekanntlich ist: 

i 

» • 

yo == yo» 

b*if 0 r=y 3 — (2), yi + (2)^, 

AVo =y 3 — (3)iy 4 + (3)*yi — (3)syo > 

u. s. w. 

fr*y 0 =y„— (n)0«_i +(n) a y«- a +... +(— lV»(nVy 0 . 
Also ist nach dem vorhergehenden Paragraphen: 

u. ». w. 



' \*^®X^<&V*<^X-- 
-.+(-l>-W^(%*)J* 

u. s. w. 

also nach dem in §.5. bewiesenen Satze von den Binomialcoeffi- 
cienten : 

»= c-*-CSX<&-»X» 

U. 8. W. 
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* 

Es ist aber allgemein: 

Ar— g 0 \ Ar— *b i A 

\ lx 0 Jk\ kx 0 Jn-k 

(x—Xp) (x-x 0 — \ Aar 0 ) - (x— x 0 —(k — l)A*o) 
— 1.23.... AA^o* 

1.2X...<n-A).W-* 



und weil nun bekanntlich 

^—^0 = ^X0, 

Xk — Xi=(k— l)\x 0 , 

xk — x*= (k— 2)Ä#o , 

u. s. w. 
^—^-4= 2A*o» 
.r* — xk-i = l\x 0 , 
xk — Xk+x = — 1 A^o » 
Xk— Xk\% = — %&x 0 , 
xk—xi+s= — 3&x 0 , 

n. s. it. 
xk—x n = — (n— Ä)A*o ; 

also, wenn man rauhiplicirt: 

(xk—x 0 ) (xk— *i) .... (*lr-«*Mi) •••• (**— 

= 1.2 3..M*o* • 1.2.M«-*)*** 1 **« 
ist, so ist nach dem Obigen offenbar: 

~Kx7Jk\ \X 0 l Jn-k 

k (x— x 0 )(x— ^....(ar— xk-x){x -xkn)-A x Z^L 
— (—V* '(x k — XoXxk-x^.ixk— Xk-x){Xk-Xk\i)..{Xk— x») 

oder 



< 



I 



384 

_ (x—x 0 ) (x—x l )..(x—xk- l )(x—x k + l )...{x—x n ) 

(xi^X Q ){xk~X l )...{Xk—Xk- l )(Xk-Xk+ l )...{x k ~XnY 

Insbesondere bat man noch zu merken, dass 

F 

_/ ix„ (*—Xo-~i\x 0 )(x—x 0 —2&x 0 )...(x—x 0 —v±x 0 ) 
und folglich, weil 

* 

Xo — Xi =—14^0» 

*o— * 3 = — 3A^o» 

u. 8. w. 
x 0 — x n z=— n&x 0 ; 



also 



(:r 0 — x x ) (X 0 — xj (x 0 — x 9 ) .... (x 0 — Xn) 
= (— l)».1.2.3....nAjr 0 « 



ist, 



; V d* 0 AV A* 0 V« 



( 



_ (x—Xj ) (x—xj (.r— x 3 ) ... Qr— 

(aro—^X^o— ^(0-0—0:3) .... (x 0 — x u ) 



ist. 



Daher ist jetzt nach dem Obigen : 

{X—X X )(X—X 2 )(x—X i )(x —X A )....(X—X n ) 

y "~ fo>— XiKxq— x 2 )(x 0 — XiXxq— #4)... (a- 0 — *») y ° 
, (x—x 0 )(q:— ar 3 )(a:— .r 4 )...(ar— x w ) 

—XoXXt — Xj) {X X —X z )(Xi —Xj^fa—Xn) $ l 
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(:r 3 — x 0 ) (g 3 — a"i)C'f 3— — *4)».(d?a— *«) 



8. W. 



(X n — X 0 )(x n — Xi)(Xn— X^)( X n — X s )...(x n — J*n-i) "* ' 

Diese merkwürdige, zuerst von La prange gefundene Inter- 
polationsformel ist freilich hier eigentlich bloss für den Fall be- 
wiesen worden, wenn die Grüssen 

Xq, X lf X%t 3*3 » •••• x * 

eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung bilden. Indess 
übersieht man auf den ersten Blick, dass die Grosse, durch 
welche wir vorher y ausgedruckt haben, ganz allgemein für 

X — Xq) X\ , <3?2» Xy , .... Xu 

respective die Werthe 

yo> Vi, !/2> y*> •••• yn 

erhält, so dass also die obige Formel eine ganz allgemeine Inter- 
polationsformel ist, d. h. dass durch dieselbe das lnterpolattons- 
problem in der ihm in §. 2. gegebenen Fassung ganz allgemein, 
was auch die Grossen 

X 0 , X ly X 2t .T 3 , .... Xn 

sein mögen, aufgelöst wird. 

Aus der vorher bewiesenen Formel 

i 



U. 8. W. 
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erhält man sogleich die folgende bemerkenswerthe Formel: 

\ 



11. s. w. 



oder 



-( x i^),(S- 2 ).-.^ + ^" 



U. 8. W. 



i 



4 

Digitized by Google 



387 

wo für x 0 und &r 0 alle beliebige Grossen gesetzt werden können. 

§. 9. 

Gehen wir jetzt zu der mechanischen Quadratur über, so 
können wir die dieselbe betreffende Aufgabe im Allgemeinen aul* 
folgende Art fassen: 

Man soll eine ganze rationale algebraische Func- 
tion V=F(x) des (n-f-l)sten Grades von solcher Be- 
schaffenheit finden, dass der Differentialquotient 

?> = f(x) derselben, wenn ihrer unabhängigen veräuder- 
ichen Grosse x die w-f 1 gegebenen Werth e 

Xq, d>j t X^t X$ t .... Xb 

beigelegt werden, respective dieri-fl ebenfalls gege- 
benen Werthe 

;/o» vi* jte» 3fa» •••• y» 

erhält. 

Um diese Aufgabe aufzulösen, brauchen wir, indem wir wie- 
der annehmen, dass die gegebenen Grossen 

^0» ^1» Xt± % X3 , .... X% 

eine arithmetische -Keine des ersten Grades mit der Constanten 
Differenz. A-'o bilden , nur etwa nach §. 6. die ganze rationale 
algebraische Function des nten Grades 

y=4> -f A x x + A 2 x* -f A 3 x* + ... + Anx» 

so zu bestimmen, dass dieselbe, wenn man für x die VVerthe 

X 0 , X\ t X%, X 3 , .... Xn 

setzt, respective die VVerthe 

y» » .Vi » y%> y*> ••• y* 
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erhält. Denn dann wird die gesuchte Function F offenbar im 
Allgemeinen durch die Formel 



also wegen des Obigen, wenn C eine willkfihrliche konstante 
bezeichnet, welche jederzeit aus den besonderen Bedingungen der 
jedesmaligen Aufgabe bestimmt werden rouss, durch die Formel 

dargestellt, und daher unser Problem hierdurch vollständig gelost 
sein, weil die Bestimmung der Coefficienten 

Aq* Alt A-iy A 3 , .... An 
schon in §. 6. vollständig gelehrt worden ist. 



§. 10. 



Zu einer anderen Auflösung des Problems der mechanischen 
Quadratur fuhrt die in §. 7. gegebene Bestimmung der Function 
y=f{x). Dort ist nämlich gezeigt worden, dass immer 

i 

« + CgX*> + 03X A * + fö). 

-♦©Ol** 

ist. Also kann offenbar 

U. 8. W. 
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gesetzt werden, und die den einzelnen Werthen 

**Q9 X\ * X% » ^3 » •••• 

von or entsprechenden Werthe von F erhSIt man, wenn man für 
die obere Gränze in den Integralen der obigen Formet nach and 
nach die vorstehenden Werthe setzt 

Setzen wir aber der Kürze wegen 

also 

x=x 0 + u&x 0 , Bx = A^o^" ; 
wobei man zu bemerken hat, dass, weil 

Xo — X 0 , 

a-^ao + lAtfo» 
x*=x 0 + 2±x 0 , 

U. 8. W. ' 

Xn=x 0 -\-n£ k a' 0 



ist, wenn 



ist, respective 



.c — jr 0 , x lt x^, ar s , .... or« 



ti=0, 1, 2, 3, .... n 



ist; so ist offenbar 



u. s. w. 



+ A"y 0 / 



und die den Werthen 



x 0> x \t x %> x 9* •••• 

von x entsprechenden Werthe von Y erhalt man , wenu man für 
die obere Gränze in den Integralen der vorstehenden Formel nach 
der Keine 



0, 1, 2. 3, 4, ... h 



setzt. 



Bezeichnen wir also jetzt die den Werthen 

•^O » ^1 » » »^3» •••• 

von x entsprechenden Werthe von Y nach der Reihe durch 



so ist allgemein, wenn u eine beliebige der positiven 
Zahlen 0, 1,2, 3, 4,...n bezeichnet: 




Nehmen wir aber grosserer Bestimmtheit wegen an, dass das In- 
tegral so bestimmt sein soll, dass es für x=x 0 , d. i. für u = ö 
verschwindet , was jedenfalls der Allgemeinheit nicht schadet, weil 
man ja immer zu dem so bestimmten Integrale sich wieder eine 
willkunrliche Constante addirt denken kann, so ist offenbar C=4), 
und folglich nach dem Obigen: 
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r„=A*b(*o /*%)oö«+Ayo f ß (uhto+tfh f\u)ju 

II II o j 

+ A 3 #> y %) a a«| 



o 

U. 8. W. 



Die Werthe, welche Hie Function 

I 

oder 

y =yo + 00i Ay 0 + («)» A V« + («)s A'yo + • + («)* A"y» 

erhält, wenn man für die Werthe 

ornf ! =ar 0 + (»+*) A*o » 

OTnf 3 =^o + A^O » 

a. 8. w. 

d. h. für tc die Werthe 

n + 1, n+2, n+3, n + 4, 

setzt, wollen wir respective durch 

y»+i» y»«la» 3M-3» yn+*> 

bezeichnen. Nun ist hekanntlich 

oder 

yi + («-Di Aart + («-IW^i +— + («-1)-A n yi 



392 

eine ganze rationale algebraische Function des nten Grade» von 
x, welche für 

* 

JT = .Ti , .r 2 , #3, X±, ... -/'/! } i 

respective die Werthe 

V\ > #2» #3» y*f •••• 
erhält. Weil aber nach dem Obigen auch y för 

x=Xi, x 2t *s* x ** •••• 
respective die Werthe 

yi> y** ;/3» y*> ••• 

erhält, so rouss nach dem in §. 3. bewiesenen Satze 
oder 

y =y\ + + («— l^Afy + •• + («— D«A"yi 

sein. In ganz ähnlicher Weise ist 
oder 

y a + (ti-2), Aya + («-2) 2 A*y a + ... -f (u-2) M A".y a 

eine ganze rationale algebraische Function des nten Grades von 
x, welche für 

X — .Tj t X$ t X^ t Xfrt .... U j t i % 

respective die Werthe 

y2> ys» #4» y&> — ym* 

erhält. Nach dem Obigen erhält aber auch y für 

ar=ar a , ar 3 , ar 4 , ar ft , .... ar«+ 2 
respective die Werthe 

3/3» 2^4« •••• y»H- 
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Also ist nach dem in §.3. bewiesenen Satze: 
oder 

y=y 2 + («-2h A#2 + («-2) a A*y a -f .... -f (u-2)„^ a . 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und man er- 
hält daher überhaupt die folgenden Gleichungen: 

y=yo + (")iÄyo + (w)aAVo + + («)nA"y 0 » 

y = Vi + + (ti-l) a Afy + ... + (t<-1)„ A*y, , 

y =y»+ («- 2 )i ^ + (*-2) Ä A 2 y» + - + («-tyn\*y 2 , 
y =y» + («-3)^3 -f («-3)^3 + ... + («-3).^ , 

U. 8. W. 

y =y^-i + («-**+ i)i Ay^i-i i^V-i + 

..... + («— f*+l)»A"y/i-i. 

Nun ist nach dem Obigen allgemein 

■ 

also nach einem bekannten Satze der Integralrechnung: 

wo man in die einzelnen ^ Integrale nach der Reihe für v die 
obigen ft Ausdrücke dieser Function einführen kann. Setzen wir 
aber überhaupt in dem Integrale 

Vi 

ie Grosse 

u—p+\=v, also a«=a r; 

Theil XX. oi: 



und uberlegen, dasg für «=p— 1, tr=p respective t>=0, r=l ist; 
so erhalten wir auf der Stelle die Gleichung 

» 

p (tt-/> + l) ff 8«= J (o) f 8v, 

'p-l o 

I 

oder, was natürlich Dasselbe ist : 
Nach dem Obigen ist also 

yv 



also 
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sich ferner sogleich die folgende Formel ergiebt: 
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r,,:=A*ot(yo+y 1 +»»+y>+-+»-i> Jtof* \ 

+ (Ayo+Ayi+Ay*+Ay 3 + • + Ayu-i) J (utfu 

o 

+ (A*yo+A 2 yi+A 2 y2+A^s+.+AV/*-i) / f 

0 

+ (AVo+A s yi+ A 8 ya+A 8 yi+...+A s ^-i) Jtofi* 



U, 8. W. 



+(A"y 0 +A"yi + A"ys+A"ys+ •••+A^ft»-i) t / 

Es ist aber 

■ 

Ay 0 + Ayi + Ay* + Ay 3 + • • + Ay/-i 

= (yi -yo) + (y*-yi) + y*> + + (#* — 

= y^-yo» 

A*yo + A«yi + A*y* + A*y, + ... + A^-i 

=(Ayi-Ay 0 ) + (Ay 2 ~ Ayi) + ( Ay 3 - Aya) + + (Ay^~Ay/*-i) 

= Ay/u— Ay 0 » 

A'yo + A'yi + A 3 y» + A 3 y 3 + + A 3 y„-! 

==(AVi--A»yo)+(A a y a --A a yi)+(A 2 y»-A 8 y Ä )+..+(A^-A*yM-i) 

= AV— A*y 0 » 

U. 8. W. 

■ 

Also ist 
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Yp = A*b { yo +yi +y« +ya + ••• + yu-i 



U. 8. W. 



in welcher Formel man, um die gesuchten Grössen 

# 

^o> ^1 > ^2» ^3» «■ 

zu erhalten, nach und nach 

p=0, 1, 2, 3, 4, ... n 

setzen muss. Ffir i* = 0 ist freilich die obige Formel eigentlich 
nicht mehr anwendbar; man weiss aber aus dem Obigen, dass 
F o =0 ist 

Die obige Formel muss nun aber noch so umgeformt werden, 
dass man zu der Berechnung der sämmtlicben Grossen 

Y 0 » Y\ y ^2 » Y z » — • Y n 

bloss der gegebenen Grössen 

#o> Vi* y«. yi» •••• y» 

und ihrer Differenzen, nicht auch der oben durch 

y«+i» y»+a» y*+s> y»+4» 

bezeichneten Grossen und deren Differenzen bedarf, wozu wir aber 
zuerst den folgenden Satz von den Binomialcoefficienten beweisen 
müssen. 



ML 
Lehrsatz. 

* 

Wenn u eine beliebige Grösse ist, aber k und fi 
positive ganze Zahlen bezeichnen, so ist immer 

» 

Beweis. 

I. Für *=1 ist 

(«), + (i).(^= *-lit?+ l) 

U(U— 1) .. . (tt— + 

+ 1.2.3 ...(fi+1) 



U.3...(u+i) =(«+lW 



In dem besonderen Falle fi=0 ist 

(«) u +(Di(«)i = l+«=(«+l)i. 

Man sieht also, dass der Satz für jedes positive ganze p 
und k — 1 gilt. 

II. Wir wollen nun annehmen, dass der Satz für jedes po- 
sitive ganze fi und k — 1 gelte, und wollen daraus abzuleiten su- 
chen, dass er dann auch für jedes positive ganze fi und k gelten 
muss, wodurch seine allgemeine Gültigkeit bewiesen sein wird. 

Nach einem bekannten Satze von den 
ten ist: 

(*), = l+(*- lh> 

(*) 8 = (A-l) a +(A-l)„ 

u. s. w. 
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Also ist 

+ (*)i (»Wt + + ••• + 

= («H(*-l)l(«Wl + (*-l)2(«),«+i +... + (Ar-l)*_ 1 (ii)^ t _ 1 

+ («)#*fi + (* - !)i (* ~ UbMk 3 + 

.... , 

und da nun nach der Annahme der Satz für jedes fi, folglich auch 
für ft + 1, und Ar— 1 gilt, so ist: 

also nach einem bekannten Satze von den BinomialcoefTicienten : 
+ + (A) 2 («Wa + •••• + (*)*(«W* 

wie beniesen werden sollte. 



f. 13. 

In dem in %. 10. gefundenen Ausdrucke von )'„ , wo bekannt- 
lich fi nicht grösser als n ist, kommen ausser der bekannten 
Grösse « nd den bestimmten Integralen 

^* («hd«, / (h) 2 8ii, (u) 3 Su, J (ü) n du, 

deren Werthe immer ohne Schwierigkeit berechnet werden kön- 
nen, die Grössen 

3fo» V\ * #2» Vj» •••• y*»; 

A#>» A^o, A 3 y 0 > ^Vo» •••• iV-ty.; 

Ay^» A^/o A 3 y/i, A 4 #m. — A""V/m 

vor. Die bei unserer Aufgabe eigentlich gegebenen Grössen sind 
in dem folgenden Schema enthalten: 
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.Vo yi ya y» y 4 y» 

Ay 0 Ayi Aya Ays Ay«-i 

A*y 0 A*yi A^a ... A*y»-« 
A s y 0 A s yi .... A 8 y«-s 
A 4 y 0 • •• A*y«-4 

U. 8. W. 

i 

A-^o A— Vi 

A-y 0 

Weil p nicht grosser als n ist. so sind in diesem Schema offen- 
bar die Grössen * 

yo» yi » ya» ya» ••- y/*> 

Ay 0 > A'yo» A*y 0 » A 4 yo — A—^o 

jedenfalls enthalten und können aus demselben 
nommen werden. Was aber die Grössen 

Ay/i, AVm» A s y«» A*y/i» — A"-^ 

betrifft, so sind dieselben unter der allgemeinen Form 

AVm> 

wo 

ist, enthalten; und weil nun in dem obigen Schema offenbar bl 
die folgenden Aten Differenzen vorkommen: 

A*y 0 » A*yi> A*ya» A*y 3 » - A*y»-*; , 

so ist in dem obigen Schema der wirklich gegebenen Grössen die 
Grösse A *.'//< enthalten oder nicht enthalten, je nachdem 

j*"^n — k oder ft>« — k 

9 

ist. Hieraus ergiebt sich, dass von den Grössen 

Ay/*, A*yA«» A*y/u» A 4 y*» .... A—'y/* 

die Grössen 



Digitized by Googl 



401 

Ay/i, AV» A 8 ^» A 4 #u> — A"~^u 

in dem obigen Schema der wirklich gegebenen Grossen enthal- 
ten, dagegen die Grossen 

A""^ 1 ^» A w -"+ a #i, A-^V» ... A"- 1 ^ 

in diesem Schema nicht enthalten sind. Die ersteren Grossen 
können daher aus dem obigen Schema unmittelbar entnommen 
werden, die letzteren müssen wir durch die in diesem Schema 
vorkommenden Grössen auszudrücken suchen , wozu wir jetzt über- 
gehen wollen. 

Zu dem Ende bemerken wir zuvörderst, dass, weil 

y«H» y«+«» y«+3» y»+4» 

die Werthe einer ganzen rationalen algebraischen Function für 

nsn-t-1, n+2, n + 3, n+4, 

sind, welche für 

«=0, 1, 2, 3, 4, ... n 
respective die Werthe 

yo» Vi* Jte» 3fa y« 

erhält, die Reihe 

Vo* yi* y*» yst — • y«» y»+i> y*+*» y»+s» •••• 

offenbar eine arithmetische Reihe der nten Ordnung ist, deren 
nte Differenzen 

A"yo» A"yi, A"y 2 , A"ya> A"y4» 

unter einander gleich sind, und deren höhere Differenzen folglich 
sä mint lieh verschwinden. 

Nun ist: 

A"-" +, #i = b—f+^-i + A-"+ V* » 
A— " ^.y.u-i = A"-"* 3 ^-* + A"-^ s ,y/i-* , 
A»-"f V-*= A-^ 8 ^-3+ A—^V-a, 

U. 8. W. 

A"- 1 ya=A»-V/i + A".yi, 
A"yi = A"y 0 ; 
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also, wenn man auf beiden Seiten addirt und aufhebt, was sich 
aufheben lässt: 

In dieser Gleichung kann man, weil sich die Reihe 

t/o» yi* y« » .Vs> y*> 

auch als eine arithmetische Reihe der (n-fl)sten Ordnung be- 
trachten lässt, auch für n setzen, wodurch man die Gleichung 

A"" "+V= A—^+ 3 y^ + + + A"+^o , 

also, weil A B+1 .Vo ::= 0 ist, die Gleichung 

A-^y^A-^+^-i + A-^+'jfM + ••+ A> 

erhält; und wenn man nun auf die Differenzen auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens den oben entwickelten Ausdruck 
von A n-u * 1 Vu anwendet, Indem man darin für p nach und nach 
p — 1, fi— 2, fi — 3 .... 1 setzt, so ergiebt sich: 

=* A— + A^+'jT/*^ + A— ^ 4 ^-4 + + A"2fo 

+ A—"+ 3 #i-, + A"-"+ 4 .^-* + A.y 0 

+ A"-^ 4 ^4+ + A"^o 

U. 8. W. 

+ A»#„ 



A"-" +a #* 

=(1), A«-" 4 ^,*-* + (2), A— "+ 3 ^-3 + A«-"+ V-4+ 

+ (f*— l)iA*y 0 . 

Setzen wir in dieser Gleichung n + 1 für n und bemerken, dass 
A" 4 ty^O ist, so erhalten wir die Gleichung 

=(I) l A«^+V/*-« + &h A-^m-3 + (3)i V-4 + •••• 
Polglich ist nach dem Obigen: 
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= l^ M +fl), A-^+ fl äf/*-6+...+(l)i^"iro 
+ W» + (2)t V-5 + .» + (2)i A'y« 

+ (3)i A-^^-ft +•». + (3)i A"#> 

U. 8. W. 

+ (f*-2) 1 A> 

also, wenn man addirt, nach der Lehre von den figurirten Zahlen: 

==(2) a A"-' i + 3 .'/^ +(3)*A-<'+ 4 .^-4 + (^A"-^ ft y«-»+ 

....+(ft-l) a A n yu- 

.Setzt man hierin n f 1 für n und bemerkt, dass A n * Vo— ^ * 8t - 
so ergiebt sich: 

= (2)iA— + (3)^-^+^-4 + A"-"+ + •••• 

+ (f*-2),A^ I , 

also nach dem 



=(2) t A"- a4 ^M-4+(2) a A"-' l +^«-5 + C^A-' 1 + <, ^-«+...+(2)s A"y 0 

+ (3) Ä A-^-»+ (3) 3 A"-* 4 * V-* +• +(3) 2 A-y 0 

+ (4) a A-' i + 6 ^-4 +"+(-*)aA"yo 
u. s. w. 

+ (f*-2)*AVo 

also, wenn man addirt, nach der Lehre von den figurirten Zahlen: 

A n -^V 

= (3) 3 A"-' J+4 ^4 + (4) 8 A-^^ + (^A-^+^-o + ~ 

•-+0*— l)»A"y 0 . 

Wie man auf diese Art weiter geben kann, erhellet hier 
mit völliger Deutlichkeit , und es ist daher allgemein : 
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+ A-^+^-a-, 

U. 8. W. 

* • 

+ 0*-l)A-,A ,, yo. 

Den in §. 10. gefundenen Ausdruck von Y u wollen w ir jetzt, 
was offenbar verstattet ist, auf folgende Art darstellen: 

Yp = A*o lyo + yi +y» +y s + +y*-i \ 

+ (A.y/i— Ay 0 ) (u^du 

'< +(AV-AV)/ n (tO,a« [ f 

U. 8. W. 



+ (A"- 1 y«-A»- 1 .yo) ^ ( u) n du 
+ (A*y„ - A"y 0 ) f\u)^du 



und haben nun nach den vorhergehenden Entwicklungen offen- 
bar den folgenden Ausdruck: 



• 
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Sumroirt man aber die in den Vertikalreiben stehenden Integrale 
mittelst des in §.11. bewiesenen Satzes von den Binomialcoeffi- 
ci cnten, so erhält man: 



o o 
+ ty» y 1 («V-^fc -f fr-i**9*-lj* 1 («+1 Wb8k 

0 o 



u. 8. W. 



Führt man dies in den obigen Aasdruck von )"„ ein, so erhält 
man mit gehöriger Berücksichtigung aller im Obigen 
Bemerkungen für I m die folgende Formel: 
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o 

+ (AyM-Ayo)y > \«*W« 

U. 8. W. 

o o 

— 

+ A— "+»jfM-s J (u+l)„- M+ ,aii-A»-'*+ a yo/ ,l (ii)«-M+»au 

9 O 

. + A-"+ s y^ y l (M+2),.- J u f4 af^-A"^+ 3 yo/ , («)»-/H"49« 



\ 



U. 8. W. 



+ A"y 0 /* (««+**— iWiöt«— b^of (««Vfidu 



und alle in dieser Formel enthaltenen Grossen kommen jetzt wirk- 
lich in dem obigen Schema der gegebenen Grossen vor, können 
also auch aus diesem Schema unmittelbar entnommen werden. 
Dass F o = 0 ist, wissen wir aus dem Obigen. 

Wenn man in der vorhergebenden Formel ps=« setzt, so er 
hält man: 



+ (y--Sfo) f\uhdu 

o 

+ Ay-i y 11 y 1 («w« 

o o 

+ A 2 y-* jf l («+l) 8 ö«- A% f l (u) 2 Bu 

+ y 1 («+2) 4 S«- AVo y 1 («>4Ö« 



U. S. W. 



■ 

Mittelst leichter Rechnung findet man aber: 

y , (u) 1 a«=+ 

/»i 1 

/ («) 3 S« = + 24 ' 

o 

/»» 19 
I (m) 4 8u=— 7 ^j, 

/i 3 
(«) ft au = + ro , 

J (^ = -6ÖÜ)' 



U. 8. W. 



und 



y*» 1 



o 

0 

^(11+4)^=-^, 



u. s. w. 



Daher kann man die Anfangsglieder des obigen Ausdrucks von 
Y n auf folgende Art schreiben, wodurch man ganz denselben Aus- 
druck von Yn erhält, welchen Laplace a. a. O. gegeben hat: 



• • 



I t 



-720(^-3-^0) 

' 3. 

u. s. w. 



Dieser Laplacesche Ausdruck von Y n ist also als ein beson- 
derer Fall unter unserm obigen allgemeinen Ausdrucke von Y ß 



enthalten. 

• 11 



$. 13. 



• \ 



Aus dem vorhergehenden Paragraphen ergeben sich unmittel- 
bar die folgenden Gleichungen: 

Theil XX. „ 
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y*W2)4^=+jT 1 («)4ö«. 

/ M (»+4)«8u=+ /"(«^ . ' 

% o 

' * 

U. 8. W. 

Bringen wir das In diesen Gleichnngen auf der Stelle sich zei- 
gende Gesetz auf einen allgemeinen analytischen Ausdruck , so 
erhalten wir, indem k eine positive ganze Zahl bezeichnet, die 
folgende Gleichung: 

* 

o o 

Es frfigt sich nun, ob die Richtigkeit dieser Gleichung sich all- 
gemein beweisen lasst. Ein Weg, diesen allgemeinen Beweis zu 
führen, scheint mir aber der folgende zu sein. 

Aus dem Obigen wissen wir, dass wir im Vorhergehenden 
eigentlich die folgende Aufgabe aufgelöst haben: 

Wir haben eine ganze rationale algebraische Function von x 
des (n-fl)sten Grades 

Kr= C-f £ Ao*+ i A,x* + i^ a ar»+ ... + ^ AnX*+* 

von solcher Beschaffenheit gesucht, dass deren Differentialquotient 

# tfz=A 0 + A i x + A t x*+A t x* + ... . + AnX« 

für 

Xn 
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respective die Werthe 



jfo » yi » y* * V» » y* 

erhfilt und haben zugleich die Cons taute C so- bestimmt, dass Y 
für j:=.x 0 verschwindet. 

Wir wollen nun die Ordnung der Grossen 

^0» ^1 > •••• » 

. 3fo> yk » ya» y»» •*•" y» , 

umkehren, und wollen also eine ganze rationale algebraische Fun- 
ction voo x des (n+l)sten Grades 

■ 

von solcher Beschaffenheit suchen, dass deren Differentialquotient 
n = H 0 + II, x + A^x* + Ü 3 ar s + ... + Jl»*» 

ffir 

a:=Xi l , ara-|, :r»— 3, a* 0 

. . . ••• • j 

respective die Werthe 

* • 

y«» y«— 1 » y«-a» y«-s» — • yo 

. • '..••»■ 

erhält, indem wir zugleich die Constante tf so bestimmen, dass 
P für x=x n versefcwindet. 

Zuerst ergiebt sich nun aus dem in 6.3. bewiesenen Satze 
unmittelbar, dass die Functionen y und n identisch sein müssen, 
also v 

Aq—Aq , Ai , A%=Ü 2 , A n = Mnj 

folglich 

■ » 

1 1 Ii 1 

r=C+fifo*+f4* 9 + 3 + .... + j^jA« l> * 1 , 

y = <f + i 4* -I- 1 A t x* + i A t x* + jij « 

ist Daher haben wir jetzt wegen der aus dem Obigen bekann- 
ten Bestimmung <Jer Constanten C und £ die beiden folgenden 
Gleichungen : 

27* 
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* 

i 

Wegen der aus dem Obigen bekannten Bedeutung der Grossen 
Y n und ist aber ferner: 

Also ist nach den zwei vorhergehenden Gleichungen offenbar 

woraus sich die Gleichung 

ergiebt. 

Bezeichnen wir die Differenzen für die Reihe 

yo» Vi * y%* y** y« 

wie gewöhnlich durch die Differenzen für die Reibe 

yn, yn-i> yn-*, yn-* y 0 

dagegen durch V; so haben wir nach dcra vorhergehenden Para- 
graphen offenbar die beiden folgenden Gleichungen: 
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Y n = A* 0 t .vo + vi + y* + ya + ... + yn-i 

, . +(y«-yo) f\u\Bu J 

• I 

+ Ay.-i ^ 1 («W« - Ayo Wa« 
+ AV-4 y^Wwn-A^o/^W« 



o 

U. 8. W. 



+ A"yo y (w+n— öm— A"y 0 y 00m 1 



o 

* • • 



p.=-A^oly«+y»-i +y»-a+y«-3 + +yi \ 

+(yo— y») y («),au 

o 

+ /" V')» - V$n J \u) % du 

- +V 3 y a y M (u+2) 4 8u-v 3 yy i («)4^ [ 

+ 1 («+3) 6 au-v 4 y» y ! («)6Ö« 



U. 8. W. 



+ V"y« f W«- e»« - V-y«/* WiS« 

indem man sich auf der Stelle überzeugen wird, das« in letzterem Falle 
— A^o statt -f Aa*o im erstereu Falle gesetzt werden mu88. 

Aus einer Vergleichung der beiden folgenden Schemata zur 
Berechnung der Differenzen: 
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yi ya-%,+ yo ' t0 

ya— yi ft ys— yo 

ya y»-2y»+yi „ 

ys-y 2 , y4-3y,+3y a -y, 

ys y4~2y«+y* ; 

y^s i ; 

3fc f. I i 

? : : 

• *• • • 

y-* : ' j 



: 



y»-*— y«-4 j . : 



y— .-^y«- a+y»-4 l 
y«-a-y—a l y—i— 3y«-a+3y.-,— y—« 

f/-_. — k 2w- 4 ■ « 



y»-6 y«-i— 2 y«-*+y«-» u. w 

y«-i-y«-a y»-3y— i+3y»-«-y-3 
y»-i y«— 2y»-i+y«-« 
y»— y«-t 

und 

■ ♦ 
■ • 

y» 

y»-i y—a— 

y—a-3y»-a+3y*-i— y» 



y— 3— y«-a n y«-4— 3y— a+3y«-«-y«-i 

y»-3 y—4-2y«-»+y— « 

y»-4-y»-s 
y«-4 ; 

• • • • 

y4 f f 

y 3 — y 4 I ; 

y 3 y a ~2y a +y4 _ , . s 

y»-y 3 yi~3y»+3y3~y4 

ya yi — 2y a + y 8 u. s. w. 

yi— ya m yo — fyi + 3y 2 — y 3 

yi yo-^j + t/, 

yo— yi . , 

yo 

mit einander ergeben sich aber unmittelbar die folgenden Glei- 
chungen : 

Vyi = - Ay 0 » Vy» =— Ay»-i ; 

V*y a = + A^y 0 » V*y» = + A*y— a ; 

V 3 ys= -A*yo» V 8 y» = -A'y--a; 

U. 8. W. U. 8. W. 

Vy = (-1)» A-y 0 . V-y» = (-l)"A-yo ■ 

Also ist nach dem Obigen: 
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r 

0 

o • 

• +AV^y i («^~AVojT 1 («* + 2) 4 8ti| 



U. 8. w. 



- (- 1)" A"y 0 /* + <-l)" A> /(«+*- 

Ueberlegt man jetzt, dass 

pi 1 / 

J (uhdu^l ' 

ad nach dem Obigen 

ist, so erhält man dnrch Addition der beiden obigen Ausdrücke 
von Y n und \\ die folgenden Glerchuogeu: 
Für ein gerades n ist: 



0= A*o { <Ay.- 4 + Ay 0 ) («)• 9« -f\u)ju] 

o o 

+(A»ib-t+AVo)y y w«i 

0 o 

✓ 

+(A 4 3f-4-A 4 y 0 )y 1 ("+3) 6 Su + / 1 («) 5 8« } 
+(AV-*+A^oy \u-\4)Ju-J % 1 (t*) e 8i*} 



Iii • 



o 

U. 8. VT. 



-ka-^i+a-Vo) y V«+n-2).a«-y \«)«a«i 

o o 

- A"jf 0 > 1/ (»+»-!).+, i*-J («UM 



I 
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Für eio ungerades n ist: 

0 *0 
0 #0 

+ ( + A^o ) JjT \u +2) 4 a«-^ \u) 4 8tt ) 

+(A^~^o){/ 1 («+3) d au+T , («) 6 au} 



0 

U. 8. W. 



o o 

p i *| * 

+ (A"y<> + A-y 0 )l/' 1 ( t «+Ä-l)»+i9«-y >1 (").+i9«} 



Weil nun aber diese Gleichungen ganz unabhängig von be- 
sonderen Werthen von Aar 0 u»d 

Ay 0 » A^o» A 3 jfo» AV» — A"y 0 * i. r 

Ay—!, ^Vi> AV-3» AVi A'yo 1 ' 

bestehen, vielmehr immer ihre Richtigkeit behalten, was auch 
diese Grössen für Werthe erhalten mögen, und weil ferner auch in den 
obigen Gleichungen n beliebig gross werden kann, so muss offenbar 



o o 

3 



°o o 

yV+i), a« +jf V),au=o, 

o . o 

o ö • 

y ,1 («+3) ft a«+jT 1 (u) f aK=o, 

O 0 

I (M+4) fl a» 1 (i<) a au = o, - 



oder 



o 

U. S. W. U. S. TV*. 
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t 

o o 

o ' y o 
y* I («+2) 4 aa=+y \u)tBu, 

j (u+3) ö au = -y («) 6 8«, 

1 0 x . r • 

V ,1 ("+4) 6 8tt=+ f\u) 6 du, 

0 o 

u. s. ^F. U. 8. w. 

folglich für jedes positive ganze £ 

f 1 (« + a« =* (- i)*y" 1 («)h i a« 

O Ü 

sein. 

Hiernach kann man nun, indem man zugleich wieder bemerkt, dass 

f\u) v du = \ 

ist, die oben für Y n gefundene Formel allgemein auch auf folgende 
Art ausdrücken. 



Für ein gerades n ist: 

+ (Ay--i-Ayo)/ («).au 

o 

-(AV-t+A^o) / («) 3 a* 

+(A , y»-s-A 3 yo)/ >1 («)4au 



•I v 



I i 



1 j I 

u. s. w. 
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Für ein ungerade« n ist: 



-(Av-.+AV)y >i («)»9« 

0 . 



o. 8. w. 



■ + (A^-A> 0 ) A«>*i&*- 1 

o / 

Ich gestehe, dass es mir wünschenswerth scheint, noch einen 
andern Beweis der Gleichung 

r i ("+*)*+*a«=(-l)* f\n) H% du 

o o 

zu besitzen, und werde vielleicht späterhin auf diesen Gegenstand 



Setzt man « + * = ©, also du = dv, so ist für «=0, u=l 
respective e=A + l; also ist 

oder, wenn man, was hier offenbar verstattet ist, fiir v wieder tt 
schreibt: 

f hA 1 («) k+1 a« = (-i)*y*\«)H*ö«. 



> 
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Der Winter von 1853 in Berlin« im Ver- 
gleich mit den 16 vorhergehenden Win- 
tern f besprochen 



Herrn Professor Dr. Wolfers in Berlin. 



In zwei Aufsätzen, welche in dieser Zeitschrift abgedruckt 
sind, hatte ich mir die Aufgabe gestellt, die einzelnen Winter in 
Berlin nach der Vertheilung der hohen und niedern Temperatur 
mit einander zu vergleichen und zu untersuchen, ob in diesem 
Sinne sich Aehnlichkeiten zwischen ihnen ergeben werden. In 
dem zweiten Aufsatze, welcher dem 18. Bande einverleibt ist, hat 
sich unter andern Resultaten das folgende ergeben : In den stren- 

§en Wintern pflegen wenige, aber zusammenhangende Mengen nie- 
erer Temperatur, in den nicht strengen viele, aber kleinere Men- 
gen vorzukommen; in jenen finden demnach wenige, in diesen 
viele Uebergänge durch Null statt. Es ist die Aufgabe, aus dem 
ersten Theile eines Winters eine Aebnlichkeit mit dem entspre- 
chenden T heile eines frühem Winters,- in Bezug auf die vorhin 
angeführte Eigenschaft, zu entdecken, um daraus auf seinen wei- 
tern Verlauf schliessen zu können. Wie weit mir diess in dem 
verflossenen Winter gelungen ist, will ich hier darstellen und lasse 
zunächst eine Zusammenstellung seines Verlaufes vom l. November 
bis «im 31. März, der Tafel A. in meinem Au foatze entsprechend, folgen. 



Summe der Temperatur: 



Summe 



+ 1 


T-ge | 


- | Tage 


70,6 


12 








1,1 


9 


158,9 


38 


2 




3,5 


. 78,6 


25 








0,1' 


1 


24,3 


13 






2,8 


3 


1,6 


0 






68,5 


33 


8,3 


8 








63,6 


16 


Q# 


1 


# 


342,8 


| 103 


| 129,6 


47 
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Bis Ende December fand eine auffallende Aehnlichkeit mit 
dem Anfange des Winters von 1842 statt« während nämlich in 
diesem folgende Werthe vorkamen: 



+ 75,1 18 



—0,8 1 



13 0,4 42 
Summe +205,5 00 —0,8 1 

beträgt in diesem Winter die Summe der ersten drei Abschnitte 

+ 229,5 80 —1,1 2. 

Diese Uebereiustimmung, welche sich natürlich in der Curve 

Sleich deutlich herausstellt, brachte mich bereits in der Mitte des 
fecember6 auf die Yermuthung, dass dieser Winter dem tob 1842 
ähnlich werden, und ich sprach mich dahin namentlich aus. dass 
wahrscheinlich eine mehrere Wochen auhaltende Käl- 
teperiode eintreten würde. Meine Vermuthuog schien lange 
Zeit «ich nicht bewahrheiten zu wollen. Während im Winter von 
1842 auf die angeführten 01 Tage sogleich die 2? Tage ununter- 
brochen anhaltende Kälteperiode eintrat, hatten wir in dem letz- 
ten Winter nach den augeführten 52 Tagen nur 2 Tage Frost, 
worauf noch 39 Tage vergingen, unter deuen nur an einem ein- 
zigen Tage die mittlere Temperatur ganz wenig unter Null sank, 
ehe es sich zum anhaltenden Frost hinneigte. Auf diese Weise 
war der ganze Januar in diesem Winter wärmer, als in jedem der 
10 vorhergehenden Winter. Gerade aber diese anhaltende hohe 
Temperatur, welche nur am 10. Januar durch das bereits er- 
wähnte vergeh windeud Itleiue Minus unterbrochen wurde,, das Aus- 
bleiben aller, nach meinen frühern Untersuchungen einem nicht 
strengen Winter eigentümlichen , häufigen Temperaturwechsel 
Hessen mich in meiner Vermuthung, dass uns noch anhaltende 
Kalte bevorstehe, nicht irre werden. Die obigen, der Tafel A. 
für 1853 entsprechenden Werthe zeigen, wie weit ich richtig ver- 
muthet hatte. 

• ■ 

In der Tafel B. meines Aufsatzes waren die Wintet nach der, 
den 150 Tagen vom 1. November bis 31. März zukommenden 
Summe der Temperatur geordnet, und in Betreff dieser Tafel 
will ich hier nur bemerken, dass der Winter von 1853 darin mit 
den Werthen 

l eherachuss der Temperatur: im Mittel für 1 Tag: 

+ 213,2 +1,42 

■ 

seinen Platz zwischen den Wintern ven 1844 und 1843 findet. 

Die Tafel C. hingegen erlaube ich mir hier, mit Hinzufügung 
der beiden Winter von 1852 und 1853, wieder darzustellen. 
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Tafel C 



Win- 


Summe der Temperatur. 


Ueber- 
8rhii8ii der 


Dauer in 


im Mittel 

f.it. 
iur 

1 1 1 fr 


ter. 








• i 1 l 

Tage 


Tenipera- 


Tagen. 




+ 


| Tage. 




tnr. 


1952 


217,2 


oft 

89 


46,0 


42 


+ 171,2 


131 


+ 1,31 


1843 


240,1 


10/ 


64,4 


•ja 
ob 


+ 175,7 


143 


+ 1,23 


1853 


271,7 


IUI 

90 


1 29,0 


47 


+ 142,1 


137 


+UI 


1842 


248,8 


82 


122,9 


4«f 


+ 126,0 


125 


+ 1,01 


1851 


l(i > 3 


68 


69.9 


47 


+ 95,4 


115 


+0,83 


1837 


243,2 


86 


138,6 


52 


-f 104,6 


138 


+0,76 


1840 


293,6 


99 


177,7 


56 


+ 115,9 


155 


+0,75 


1846 


96,3 


46 


55,7 


23 


i III A 

~f 4U,t> 


All 


■ n mi 


1849 


187,3 


59 


159,6 


37 


+ 27,7 
+ 31,4 


96 


+0,29 


1839 


163,9 


76 


132,5 


58 


134 


+0,23 


1844 


116,7 


58 


93,2 


45 


+ 23,5 


104 


+0,23 


1850 


185,2 


54 


324,2 


88 
77 


—139,0 


142 


-0,98 


1847 


86.9 . 


39 


265,5 


-178,6 


116 


—1.54 


1848 


83,7 


27 


293,9 


57 


-210,2 


84 


-2,50 


1838 


49,1 


42 


382,1 


69 


— 333,0 


III 


-3,00 


1845 


14,6 


14 


394,8 


100 


-380,2 


114 


-3,34 


1841 


31,2 


17 


352,1 


78 


-320,9 


95 


-3,38 



Nach dieser Tafel erscheint der letzte Winter, im Ganzen be- 
trachtet, dem von 1842 nahe ähnlich und mit ihm übereinstimmend. 
Wie damals trat auch jetzt nach anhaltender, durch wenige Tage 
* unterbrochener hoher Temperatur eine anhaltende niedrige Tem- 
peratur ein; im letzten Winter aber um etwa einen Monat später 
als in dem von 1842. 

In meinem vorigen Aufsätze war ich bei der Discussion stehen 
geblieben, deren Resultat in der Tafel C. durch Zahlen darge- 
stellt ist Schon damals habe ich bemerkt, dass diese Art der 
Discussion kein dnrehgehends befriedigendes Resultat liefere, jetzt 
erlaube ich mir, die Winter noch nach einer andern Weise zu 
ordnen» wozu ich die Data der Tafel C. entnehme. Unbedingt 
wird man nämlich zugeben, dass ein Winter um so strenger ist, 
je grosser die in der vierten Rubrik enthaltene Summe der nega- 
tiven Temperatur ist; gibt man ausserdem zu, dass ein Winter 
um so strenger ist, je grösser die in der fünften Rubrik enthal- 
tene Anzahl der Frosttage ist, so werden die Winter überhaupt, 
ihrer Strenge nach im direkten zusammengesetzten Verhältniss 
dieser beiden Zahlen stehen. Indem ich daher der Tafel C. diese 
Werthe entnehme und für den Winter, welcher der am wenig- 
sten strenge, die Verhättnisszahl 1,00000 annahm, erhielt ich 
die folgende Darstellung der einzelnen 17 Winter; 
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Tafel D. 



Winter. 



Summe der 
negativen 
Temperatur. 



Zahl der 
Frosttage. 



Zuiammen- 
geiietzte Ver- 

hältniaKzabl 
der Strenge. 



1846 
1852 
1843 
1851 
1844 
1842 
1849 
1853 
1837 
1839 
1840 
1848 
1847 
1838 
1841 
1850 
1845 



55,7 
46,0 
64,4 
69,9 
93,2 
122,9 
159,6 
129,6 
138,6 
132,5 
177,7 
293,9 
265,5 
382,1 
352,1 
324,2 
394,8 



56 
57 
77 
69 
78 
88 
100 



23 
42 
36 
47 
45 
43 
37 
47 
52 
58 



1,0000 
1,5081 
1,8097 
2,5644 
3,2737 
4,1345 
4,6093 
4,7457 
5,0256 
6,0001 
7,7677 
13,0760 
15,9576 
20,5895 
21,4375 
22,2690 
30,8171 



Zur Vergleichung dieser Tafel mit der Tafel C. füge ich einige 
Bemerkungen hinzu. Der in jeder Beziehung »ehr milde Winter 
von 1846 nimmt in D. die ihm gebührende oberste, in C erst die 
achte Stelle ein. Die drei durch anhaltende Kälteperioden einan- 
der ähnlichen Winter von 1842, 1849 und 1853 folgen in D. un- 
mittelbar auf einander, in C. waren sie getrennt. Die sechs streng- 
sten Winter stehen in beiden Tafeln beisammen, nur ist die Reihen- 
folge derselben eine verschiedene. 

Alle meine bisherigen Untersuchungen bestanden darin, unter 
den einzelnen Wintern nach einem bestimmten Grundsatze Aehn- 
lichkeiten aufzusuchen und die Aufgabe zu stellen, ob man eine 
solche Aehnlichkeit bereits im ersten Theile einer Curve entdecken 
könne. In meinem vorigen Aufsatze habe ich auch bereits Regeln 
aufgestellt, welche ich aus den frühem Wintern für strenge und 
nicht strenge entnommen hatte; wenn ich aber damals schon aus- 
drücklich bemerkte, dass der Winter von 1842 eine Ausnahme 
von jener aufgestellten Regel bilde, so darf man sich nicht wun- 
dern, dass auch der letzte, jenem ähnliche Winter sich jener 
Regel nicht unterworfen hat. Wenn es mir aber gelungen ist, 
diese Aehnlichkeit frühzeitig und zwar nach dem frühern Grund- 
sätze zu entdecken, so steht zu hoffen, dass sich eine solche 
Aehnlichkeit in der Folge desto leichter auffinden lassen werde, 
je mehr bereits untersuchte Winter zur Betrachtung vorliegen. 
Während früher eine Regel fär strenge und eine für nicht strenge 
Winter aufgestellt worden ist, wird man künftig vielleicht in den 
Stand gesetzt werden, die Winter in drei Klassen zu zerlegen und 
für diese drei Regeln aufzustellen. 
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Demonstration de quelques tlteoremes 
sur la courbure des surfaees. 

Par 

Monsieur A. W. Alings, 

docteur-ea-acicncea a Groningue. 



Parmi les theorein es qui, dang les dernieres annecs, ont pris 
un döveloppement remarquable, sang doute il convient de placer 
ce«, qui se rapportent ä la somme des conrbures ou des rayons 
de courbure de certaines sections normales en un point d'une sur- 
face. Pour s'en convaincre il suffira de rapprocher des Commu- 
nications de MM. Kabinet, Breton et Chasles *) l'enonce 
beaucoup moins generul, queMlle. Sophie Germain 2 ) nieine avait 
laisse aul thtforeraes de M Ch. Dupin 3 ). Cependant ces auteurs 
n'ont pas public, que je sache, les denionstrations de leurs 
propositions; dont meine je n'ai rencontfe nullepart d'exposition, 
si ce n'est celle, qui a ete fournie par M. Dienger 4 ), mais qui 
ne se rapporte qu'au cas particulier considere' par M. Babinet. 
C'est ce qui m'a inspire' le desir d'y suppiger en verifiant äussi 
les cas plus generali x renfermes dans les theoremes de MM* Bre- 
ton et Chasles. Dans ce qui va suivre j'offre au lecteur les 
resoltats de mes recherches , ä peu pres dans la mime forme, qui 
leur a «te donnee dans ma dissertation sur la courbure des sur- 
faees *). La aussi j'ai conimence" ä chercher une formule pour la 
sommation de puissances homologues de cosinus d'angles equidif- 
ferents; formule, que je n'avais vue nullepart, et qui me parut 
necessaire, pour atteiodre le but que je me fus proposä. 



i) Cnmptea rendua T. XXV. p. 441. T. XXVI. p. 494, 531 et 577. 

*) Crelle, Joarn. Bd. VII. p. 1. Bulletin dea acienc. mathem., Janv. 
1831, p. 17. 

s ) D6veIoppementa de geom. , p. 102 et 108. 

«) Gruoert, Archiv. TM. XI. p. 328. TW. XIX. p. 317. 

*) Diaaertatio de auperficierum cnrratnra. Gcon. Hoitaema ; Leer, Prä- 
torioa St Seyde. 

v 
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A partir d un . point donne , situe" ilans un plan quelconque, 
tracons m dmit es, qui divisent le plan autour de ce point en m 
angle8 egaux; et nommons ftj l'augle qu'une auelconque de ces 
droites forme v avec un axe mene* arlntrairement dans le m & nie plan. 
Lea angles qu'il y a entre les autres droites et cet axe seront alors 

2n 2n 2it 

*i + ~» *t+ 2 ^ 

que nons designerons, pour abr#ger, par & 2 , 9 3 , & m . Elevons 

les Cosinus de tous ces angles ä une meme puissance paire, re- 

presentee par 2p; et de toutes ces puissance* cherchons la somme 

■ **.*. • ... 

2 — COS »P^ + cos 2 J»# a +.... + cos 2 P# m . 

En developpant la puissance cos 2 ^ en une serie, dont les 

termes contiennent les cosinus de multiples de l'augle & lt on aura 

• • > 

12» 
cos 2p ^ + cos2(/>-l)# l +.... 
2 P (2p-\)....(p+2) 
"" + 1.2...(p-J) cos2 °» 



+ 



1 2;>(2p-l). ...(» + 1) , 
2»? 1.2....p 



et si Ton agit de la meine maniere ä l'egard des autres puissan- 
ces, on parviendra facilement a la somme de toutes ces expres- 
sions, qui sera 

f[cos2^ -f- cos 2p&t +....+ cos2/>^m-i +cos2/>#«] 
i+ -\ [cos2(p-l)^ +.... + cos2(^-l)^ m ] 

0> ^-IFi {+ 2 -^^[cos2(,^2^ I -f-:... + cos2(p--2)^] 

m gj>(2j»-')- - (p+l) 
+ 2*r 1.2....J) 

Maintenant, pour sommer la serie 

(2) cos 2p0, + cos 2/rtfc, + ....+ cos 2p*« + cos 2p# m , 
employons une fnrmulc fournie par le calcul des differences finies 
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»in \{bx + bAx) . cos \(l»x -f- 2 aj 
, sin^zfe: 

a l'aide de laquelle la sorame des termes de cette serie (2) revient ä 
, sin2/>?r .cos2(/>7r — f- p&) 



(3) £ 



sin 



Parceque p represente un nombre entier, le iiume*rateur de 
cette fraction est toujours nul; le denorainateur au contraire ne 
disparait que lorsque '2p est egal ä m ou ä un multiple de m. 
Dans ces cas d'exception on parviendra a la valeur de la fraction 
0 

q par la diflferentiation, au moyen de laquelle on trouvera m.cos2j>#; 

ce qu'il faudrait ne'eessairement obtenir, puisqu'alors chaque terrae 
de la serie (2) sera egal ä cos2/>#. Mais si 2/j n'est pas egal ä 
7/i ou a un multiple de m, la soraine de la serie (2) est toujours 
nulle, et par consequent ne depend point de la valeur de l'angie & t . 

En exarninant de la memo maniere les autres seriös qui se 
trouvent en (1), on reconnaitra facilemeut quelle« s'evanouissent 
toutes, a moins qu'un ou plusieurs des norabres 2(» — I), 2(^—2),... 
.... , 4, 2 ne soient egaux a m ou ä quelque multiple de m. Si 
nous excluons ces relations entre p et m s nous trouvons imme- 
diateraent 

tl\ X- mVp(<lp-\)('> p-'2)....(p + \) 

(4) Z ~ 2*? \±ZZTp " 



11 ' 

Concevons que par la normale ä une surface quelconque soient 
menes m plana , Hont chacun ä partir de cette normale ne s'&end 
que dans un sens, et ^jui fönt entre eux des angles died res e*gaux; 
artpetons l'angle qu'un quelconque de ces plans forme avec le 
plan normal contenant la section principale dont la courbure est 
un maximum; et designons les angles 



2iz 2tc 2« 
. #,+2- #,+(m-l)^, 

ui determinent la position des autres plans, par <% . -<%,,... '> m . 
e meme que nous Vavons fait en I. Si nous nommons les rayons 
de courbure des sections normales, que ces m plans contiennent 
[ou plutöt dont ces plans ne contiennent que les rooities], respec- 
tivcment par g lt p 2 ,...., p m , et si nous repreeentons par n un 
nombre entier, la formule connue 



3 



Theil XX. 28 
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(5) 



1 1/1 1 \ ^ 



oü /.*, et i?« sollt les rayons de courbure priocipaux, nous con- 
duit a I '«Squation 



■b + b + • + 7!" = Ii * (k ~ A) cos ^ T + 

que le d^velopperaent du second roembre ramenc ä la fi 
suivante : 



3 =" O p- " 



■S 5:3* E a ls 
3 8 j" A e 2 r- 

2 ZISuG • q 



II 



= q - ? g * § 

§•£§•1 3 g-g- 

_ . - • 3 7) JJ; O 
— 0 — O 3 Ca 

B ra • R O.S 



^sr ft 2 .1-* «. 



OB 

o 



CD H. 



"fi 2 c £ 2 s — 2 
3=,-»* a »3ft 

O-r* "2 M ocr; o 
^ c a,c 3 5 -5 

9 5 o (t 1 
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n<im, afin qu'aucun des nombres 2, 4 , 2k ne soit egal a m. 

Quand c&a comditiana eoot rempliea, on parvient aux aommea des 
di deren tes eeries de ia derniere öquation an attribuant 



ment ä p dana la fonnule (i) lea valeura 1, 2, 3,...., n— 1, «; 
ce qui donne 



3 - 



ti- 



li 



I 



w_ I 



CO 

I 

s 



I 

3 
I 



+ 

* 



fcO 1 CO 



3 



CO 



to 



I 



CO 



I 



Mi d Ml Ol 

• I ■ • Im 



• I 

IC 
o 



I 



to to 



CO 



»— I OS 

co! 




II- -*T 



Ii 

+ + 



4*28 

Ce qu'il importe surtout de remarqoer, c'est que cette equa- 
tion ne contient ni # ni m dans le seeond merabre , lequel est tou- 
jours symetrique par rapport ä et ß,. 

Comme la plus petite valeur qu'on puisse attribuer a n est 
l'unite, le nombre ro ne peut £tre inferieur a 3, sans qu'il y ait 
2n = m. La Substitution de cette valeur n=l reduit la derniere 
equation ä 

■ + i.) = l(k + k) 

Ce oue nous venons de deraontrer peut evidemment s enon- 
cer ainsi: 

Si, ä partir de la normale en un point d'une 
surface quelconque, on mene m plans qui divisent 
1'espace autour de cette normale en m angles diedres 
egaux, les puissances entieres n des courbures des 
sections normales [ou plutAt des semi -sections nor- 
males] contenues dans ces plans fourniront une soraine, 

dont la partie - ne depend nullement du nombre de 

ces plans, ni de leur position par rapport aux sec- 
tions principales; pourvu qu'il y ait n < m, si ro est un 
nombre impair; et n<im, si mest un nombre pair. 

Si Ton a n = l, c'est ä dire si ces m courbures ne 

sont prises qu a la preraiere puissance, la partie 
i 

- de leur somme sera egale a la moitie* de la sorome 
fix 

des courbures principales. Dans ce cas le plus petit 
nombre de plans qu'ifsoit permis d'employer, est 3. 



III. 

Supposons qu'on ait construtt l'indicatrice appartenant ä un 
point ou la surface a ses deux courbufes dirigees dans le mdnie 
sens; et concevons qu'ä partir du centre de cette ellipse on ait 
tracä m rayons vecteurs de maniere qu'ils divisent faire de cette 
courbe en m secteurs egaux. Appelons ces rayons vecteurs f lf 

&2>" •£>»*' designons par Q lt o-j, , p m les rayons de cour- 

bure des sections normales , dont ces rayons vecteurs sont respec- 
tivement les tangentes. Si [es rayons de courbure principaux de 
la surface au point que uous conside>ons sont representes par h\ 
et R 2 , l'aire de Tellipse indicatrice sera nVR\R^» et chaque Bee- 
rt 

teur par consequent en contiendra ^yR x R % . Or, l'aire du sec- 

teur situe entre les rayons vecteurs £1 et J 2 peut aussi s'exprimer 
au moyen de lintegrale 
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qai, u cause de la relation J* = p, ne differe pas de 

(6) \ld*\ 



oü & represente l'angle qui determine la position des rayons vec- 

teurs f t , im par rapport ä Taxe polaire, que nous suppo- 

serons ici tangente a la section principale dont )e rayon de cour- 
bare est R x . En vertu de cette deTmition il est permig de se ser- 
vir de l'equation (5), qu'on peut aussi mettre sous la forme 

t ¥ N, 

et qui donne 

d'oü Ton tire en differentiant . . 



En substituant cette valeur de rf#, et en effectuant ensuite 
.'Integration de (6) entre les limites indiquees, on trouvera une 
expression de l'aire du secteur enonce , qui, comparee ä la pre- 
roiere, fournira l'equation 

4 r CBin —Ti^R t arcsin ^ ^ J V^Ä,-- V ^Ä, 



arcgin ^ _^ =arcrin - + 

Puisque les sinus d'arcs egaux sont egaux, on en deduit 

R$ — R\ li% — /?i m 

• • • * • , •» 

dou il Mlit 

„= l (ß, + Ä.) + [„- J(fi, + fi, )] cos 2 J 

+ V[- ÄiÄ.+ Cßa + ÄtJPi-D^Xaina^. 
Si 1 on agit de la meme maniere a l'egard des secteurs qui 



I 



8e trouvent entre les rayoos vecteurs £, et &, f, et fc,. ...f, et U> 
on parvient aux equations 

+ V[-Ä,Ä t -f(Ä t +Ä 1 )(h-Pi , ]X^ 7 -, 

^= | -f /*,) + [ft - \(Rt + Ä»)] cos 2(m-l) ~, 

+ V [ - + (Ä, + /?,) o, - X sin 2(m - 1) ^ ; 
tandis qu'on a identiquement 

Qi = t 2(Ä.+ /?i) + [o l -?(Ä t + Ä 1 )]cosO 

+ V [- /?! Ä, + (Ä, + ~ fc*] XsinO. 
En appliquant la formale (3) poar soramer les cosinus des 

2ff 2?I * 

angles 0, 2— 2(m— 1) — , et en observant qu'un procede ana- 

PHP t T/1 

logue a celui de I. coadoit ä l'equation 

sln2^+sin2p(^ + ~ ) + .... +sin2p (0+ (m-l)^l 

sin 2^* . sin 2 (/>» - £ + pd) 

m 

Ä 

m 

on obtiendra facilement 

... + o w ) = ?(Ä t +Ä l ), 

» 

ä condition qu'il y ait m>2. 

De ce qoi precede il rdsulte etidemment que, si ä partir 
de ia normale en un point d'une snrface on les deux 
courbures sont dirtgees dans le memo sens, on mene m 
plans de maniere que leurs traces sur le plan tangent 
en ce p oint i n terc eptent, deux a deux c onsöcuti veraent, 
des secteurs egaux dans l'ellipse indicatrice en ce 

point, la partie — de la somme des rayons de conrbure 

des semi -sections normales faites par ces plans dans 
la surface ne dependra nullement du nomore de ces 
semi-seetions, «i de leor position par rapport aux sec- 
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tions principales, pourvu qae m soit un nombre entier 
plus grand que 2. Cette partie - dela dite somme sera 

toujours ^gale k la moitiö de la somme des rayons de 
courbure principaux. 

Quant k la derniere partie de cette discussion, on voit que 
je ne suis parvenu qu'ä verifier un theoreme, qui n'est qu'un cas 
particulier ae celui dont MM. Chasles et Breton ont publik 
l'dnonce. Pour demontrer ce theoreme general, il resterait encore 

d'elever les expressions de Q lt ^ , Q m ä qoelque puissance 

n ; de developper les produits de la forme sinP#cos*£, qui se 
trouveraient dans ces puissances, en series contenant les sinus 
ou les cosinus de multiples d'un meine angle; et de sommer en- 
suite ces series ä Taide des formules que nous avons employees 
ci dessus. Or, comme ces calculs sont d une extreme longuenr, 
je nai pas ose les entreprendre, et je me suis decidö a publier 
8implement le resultat de raes recherches tel que je viens de le 
presenter ici. 




Referat über: „Tratte de Geometrie «npe- 
rietire par in. Chasles, membre de l'Insti- 
tat, Professeor de Geometrie snperlenre a 
la Facnlte des Sciences de Paris. (Paris, 
Bachelier, 1852. 8. 603.)" 

Von 

Herrn Doctor Burghardt, 

Lehrer am Gjmna«iam za Greihwald. 



Erste Abhandlung. 

Dieses Werk ist durch frühere Arbeiten des Verf., welche sich an 
seine geschichtliche Darstellung des Ursprungs und der Entwicklung 
der geometrischen Methoden (Apercu historique sur lorigine 
et le developpement des methodes en Geometrie, parti- 
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culieremeut de celles qui «e rapportent ä la Geometrie 
moderne uar M. Chasles etc. Bruxell es 1837.) knüpfen, vor- 
bereitet uncf durch die Ueberzeugung desselben hervorgerufen , der 
reinen Geometrie in dieser Form der Bearbeitung eine freiere und er* 
folgreichere Entwicklung ihres Gegenstandes möglich zu machen 
und damit zugleich das Studium der Geometrie von Neuem zu be- 
leben und deren Einfluss auf wissenschaftliche Geistesbildung all- 
gemeiner zu machen. Der Mangel der üblichen geometrischen 
Methoden besteht nach der Ansicht des Verfassers darin, dass 
dieselben nicht ausschliesslich auf den wesentlichen Eigen- 
schaften der räumlichen Gestalten beruhen, sondern zugleich durch 
die zufälligen Eigenthümlichkeiten der Figur bestimmt werden, 
oder, wenn dieses nicht der Fall ist und dieselben, wie z. B. das 
Princip der Continuität, allgemeiner und umfassender sind, in der 
unzureichenden Begründung des Principes dieser Methoden. Es 
sind daher in die geometrischen Entwickelungen allgemeinere Me- 
tboden einzuführen und deren Anwendung — in ähnlicher Weise, 
wie dieses in der analytischen Geometrie geschieht — durch Ein- 
führung der Vorzeichen und des Begriffs des Imaginäreu ausge- 
dehnter und fruchtbarer zu machen. 

Es soll in dem Folgenden — so weit es der Raum dieser 
Zeitschrift zulässt — das System der drei Theorien, welche der 
Verfasser als Grundlage seines geometrischen Beweisverfahrens 
in dem ersten Abschnitte seines Werkes aufstellt, wenigstens in 
den Umrissen mitgetheilt und einige interessante Anwendungen 
dieser allgemeineren geometrischen Methoden, welche in den drei 
übrigen Abschnitten des Werkes enthalten sind, angeführt werden. 

Das System dieser drei Theorien kann als die Entwickelung 
eines und desselben Begriffes betrachtet werden, welcher eine be- 
stimmte Function von Segmenten oder Winkeln umfasst und als 
das anharmonische Verhältnis* von vier Punkten oder eines Strah- 
lenbündels von vier Geraden (rapport anharmoniqtie de quatre 
points ou d'un faisceau de quatre droites) bezeichnet wird. 

A. Theorie des anharmonischen Verhältnisses von 
vier Punkten oder eines Strahlenbfindel s von vier 

Geraden. 

Wenn vier Punkte a, b, c, d in gerader Linie liegen, so be- 
zeichnet man als anharmnuisches Verhältniss dieser Punkte eine 
Function von vier Segmenten, wie folgende: 

ac bc 

p # i 

ad ' bd' 

Diese Bezeichnung*) ist von dem Verfasser bereits in «einem 

•) Diese Function von vier Segmenten ist von dem Verfasser in« 
item Grnnde als anharumnisrhes Verhältnis* bezeichnet worden, weil in 
dem besonderen Falle, wo ihr Werth gl«ich — I ist, die vier Funkte 
gewohnlieh als solche betrachtet werden, die ein harmonische« Ver- 
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historischen Werke über geometrische Methoden mite« (heilt und 
von mehreren anderen Geometern beibehalten worden. Schon 
Pappus behandelt die Eigenschaft dieses Quotienten zweier Ver- 
baltoisse von Segmenten in mehreren auf einander folgenden Lehr- 
sätzen, welche im 7. Buche als Hülfssätze für das leichtere V erständ- 
niss der Porismen des Euklid bewiesen sind. Der 12<J»te Satz sagt: 

„Wenn vier Linien von einem Punkte ausgehen, so bilden 
sie auf einer Transversale, die willkürlich in derselben Ebene ge- 
zogen wird, vier Segmente, welche unter sich ein bestimmtes 
co [is taut es Verhältnis* haben, wie auch die Transversale gezogen 
werden mag." Es seien a f b,c,d die Punkte, in welchen die 
vier Geraden von einer beliebigen Transversale getroffen werden, 
und ae, ad, 6c, bd die vier Segmente, so wird* das Verhältuiss 

~ : dasselbe bleiben, welches auch die Transversale sein mag. 

Die darauf folgenden Sätze des Pappus sind entweder beson- 
dere Fälle oder das Umgekehrte dieses Satzes. Da der Satz von 
Pappus unter so vielen Formen wiederholt wird, so scheint er 
in Jen Porismen des Euklid von besonderem Nutzen gewesen zu 
sein; die späteren Geometer scheinen indess die Fruchtbarkeit 
dieses Lehrsatzes nicht beachtet zu haben. Deno obgleich Pas- 
cal in seiner Schrift über die Kegelschnitte, Desa.rgues in sei- 
ner Praktik der Perspective, R. Simson in seiner Schrift über 
die Porismen denselben benutzten und Brianchon und Ponce- 
let ihn anfuhren, so hat derselbe doch erst durch Moehius und 
Steiner, in der neuesten Zeit vorzugsweise durch Ghasles, 
in dessen Entwickelung der Theorie der auharniomschen Func- 
tion, eine höhere Bedeutung erhalten, welche der Verfasser in 
der Anwendung seiner Theorie auf geometrische Beweisführung 
auch praktisch durchführt. Die von Pappus nachgewiesene Eigen- 
schaft der anharmonischen Function ist aber nur eine Folge einer 
anderen, welche Chasles in folgendem Lehrsatze ausdrückt: 

„Wenn man von einem willkürlich gewählten Punkte nach vier 
in gerader Linie liegenden Punkten <?, 6, c, d Gerade zieht, so 
wird die anharmoniscne Function dieser Punkte genau dasselbe zu 
ihrem Werthe haben, was diese Function wird, wenn man statt 
der vier darin vorkommenden Segmente die Sinusse der diesen 
Segmenten gegenüberliegenden Winkel suhstituirt, oder: das ao- 
harmonische Verhältniss jener vier Geraden wird dem der vier 
Punkte gleich sein und auch dasselbe Zeichen haben." Es ist also 

ac bc sinM, C) . sin(g,t7) 
(U o<T bd Ä »in {A, D) ' sin (B,J>) 9 , 

wenn A t B,.... die nach den Punkten <i, 6,.... gehenden Geraden, 
(A, C), (A, /)),.... die von diesen Geraden gebildeten Winkel 
sind und sowohl die Segmente, als auch die Winkel stets in einem 
bestimmten, durch ihre Entstehung gegebenen Sinne aufgefasst 
und demgemäss durch Vorzeichen bezeichnet werden, so dass 
also stets 

a6 + 6a=0, {A,B) + (B,A)=0, 
ab^—ba, (A, B) = -(B,A). 
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Der Beweis für die numerische Gleichheit der beiden an har- 
monischen Functionen ergiebt sich sofort durch Anwendung des 
Satzes von der Proportionalität der Seiten und der Sinusse der 
Gegenwinkel auf die Dreiecke» welchen die Segmente der anhar- 
monischen Function angehören. Dass die beiden Functionen das- 
selbe Zeichen haben, geht, mit Rücksicht auf das Vorhergesagte, 
aus der Bezeichnung der Segmente und Winkel deutlich hervor. 

Aus diesem Lehrsatze folgt nun sofort jene von Papnus an- 
geführte Eigenschaft der an harmonischen Function von vier Seg- 
menten. Die so eioflussreiche, aus den Sinussen gebildete Func- 
tion ist von Chasles als die anharmoniscbe Function von vier 
Geraden oder des Strahlenbiindels von vier Geraden bezeichnet 
worden. 

Vier Punkte, welche auf einer geraden Linie liegen, a, 6, c, d t 
geben drei verschiedene anharmonische Verbältnisse, nämlich: 

ac m 6c ad .cd ab m db 
ad' Yd* ab'cE* ac' de' 

deren gegenseitige Beziehungen folgende Eigentümlichkeiten 
haben *). 

Das aus den drei zusammengehörigen anbarmonischen Ver- 
hältnissen von vier Punkten zusammengesetzte Verhältniss ist =— I . 

/ac .^\ Yod.cd\ 

\ad ' bdj ' \ab ' cbj ' \ac ' de) 

=(«c. bdxad.be). (ad. bciab.de). (ab. dcac.db) 

— ac.bd'.ac.db 

= -1. 

l 

» 

Wird eine Gerade in vier Punkten a, 6, c, d von vier Geraden 
eines Strahlenbündels getroffen, eine zweite Transversale aber in 
den Punkten a', c', d', so ist 

ac bc __a'c' b'c' ab cb _aW c'b 1 
a~d : bd-'a'd''b , d" a~d cd—a!d''c T d' 

a'c'.b'd' a'b'.c'd' 
— a'd'.b'c* ~a'd'.c'b r 

Ist die zweite Transversale dem vierten nach d und d' gehen- 
den Strahle parallel, so liegt der Punkt d' unendlich entfernt, und 
es ist in diesem Falle 



*) Die einfache geometrische Beweisführung möchte an dieser 
Stelle durch Einichaltnng cioca Hülfssatxes gefördert werden, welcher 
sogleich xu einein anderen Au »drucke für das anharmonische Verhält- 
niss Veranlassung {riebt und so lantet: Jedes anharmunische Verhält- 
nis« von vier Segmenten ist dem Verhältniss des Rechtecket der beiden 
äusseren Segmente xu dem Rechteck aus den beiden inneren gleich: 

, ac.be ac.bd , 

öd 'bd~~ ad.be 
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folglich auch 
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ac 6c _ «V ab cb_ a'b' 
a~d'bd-F?' ad l cd-7¥' 



aV + c'6 , + 6'a'=0 > 
aV+6V=6'c', 
aV _ a'6' t 



ae be ab ,eb . 

sa-H+a-a- 1, 



} , ad cd ac de 

I • . 

ab. db ad 6d_ 

Bezeichnet man die anharmonischen Verhältnisse wie folgt: 

ae be ad cd ab db 

ad'bd^* 1 ' a~b 'c~S = V ^ 5'B"*1 

so können die vorhergehenden drei Relationen auch folgende Form 
erhalten : 

■i i 

Hieraus folgt noch eine andere merkwürdige Eigenschaft der 
sechs Segmente von vier Punkten a, b y c, d, die auf einer gera- 
den Linie liegen. Es ist nämlich, mit Benutzuog des früheren 
Hülfssatzes, 

ac. db ab. cd _ . 

ad. cb* ad.cb~ l 

oder 

(3) ab.cd + ae.db + ad.be = 0. 

v * 

Hl er ans folgt, dass auch 

sr» (/l £). sin (C,Z>)+ sie (4, C). sin ( D, B) + sin (A, D) . sin { B, C)=M>. 

Gehen die Strahlen von dem Mittelpunkte eines Kreises aus und 
schneiden die Peripherie desselben in den Punkten a, b, c, dt so 
läset sich die letzte Relation auch so ausdrücken : 
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»in ab . sine«* + sin ac. «in db + sin o// . sin bc = 0. 
Ist nun arc6rf positiv und gleich 90°, so ist 

s'indb — — 1, sin^--:cosrtA, sincrf = cosc6; 

folglich 

sin ac = sin ab . cos cb -f sin 6c . cos ab , 
und da fär die Folge der Punkte: a, b, c, d 

ac = ab + bc, 

so ist 

sin {ab -f bc) = sin o6 . cos 6c -f- sin 6c. cos ab, 
sin(o + /3) = sin er. cos /? + sin ß. cos a. 

In ähnlicher Weise lassen sich auch die übrigen hierher ge- 
hörigen trigonometrischen Formeln ableiten.. 

Sind die anharmonischen Verhältnisse zweier Systeme von vier 
Punkten, welche a, b, t, d und a', b', c', d' heissen, gleich, so ist 

ac bc _ a'c' b'c* 
ad : 6d = a T d i: ¥d r 



Da aber ts-f — =1 (2), so wird die Gleichheit der anbarmoniseben 

Verhältnisse zweier Systeme von vier Punkten auch noch auf fol- 
gende Weise ausgedrückt werden können: 

l ac,bc a'b' c'b' 

[ ad M + tt'7W- l > 

] ad cd a'c , d'c' _ _ 
( 4 > • : « ( ab 'cb +ä'V 'aVb' ~ l$ 

I ab db aW b'd' 

[ ac' dc + a'&'Vc'— 1 ' 



B. Theorie der homographischen Eintheilnng. 

Wenn zwei Gerade durch Punkte, welche einander einzeln 
entsprechen, in der Weise getheilt sind, dass das an harmonische 
Verhältnis* von vier beliebigen Punkten der einen gleich ist dem 
anharmonischen Verhältnis* der vier entsprechenden Punkte der 
anderen, so werden diese zwei Geraden als homographisch ge- 
theilte oder die Folgen ihrer Theilpunkte als zwei homographische 
Einteilungen (divisions homographiques) bezeichnet. 

Wenn zwei Strahlenbündel, deren Gerade einander einzeln 
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entsprechen, die Eigenschaft haben, dass vier beliebige Gerade 
des ersteren ein gleiches an harmonisch es Verhältnis* haben, wie 
dasjenige der vier entsprechenden Geraden des zweiten Bündels, 
so werden die beiden Strahlenhunde! als homographische (fais- 
ceaux homographiques) bezeichnet. Zwei Linien L und V sind 
also homographisch getheilt in den Punkten 

(i , b , C, d , €...., 

a\ b', c', d\ e'...., 

wenn 

ub . db _ a'b' . d'b' 
ac' dc~~ oV d'd* 
ab eb a'b' e'b' 



so dass also auch 

db eb d'b' e'b' 

te.fe M ./V 

7d'fd-e'd''fd" 



Das Entsprechende gilt naturlich von homographischen Strah- 
lenbündeln, so dass also jedes von zwei solchen Strahlenbündelu 
von einer beliebigen Transversalen immer in solchen Punkten 
durchschnitten wird, welche mit den entsprechenden der andern 
Transversale zwei homographische Eintheilungen bilden. Das- 
selbe wird aber natürlich auch von einem Strahlenbündel gelten, 
welches von zwei Transversalen getroffen wird, und der Durch- 
schnittspunkt der beiden Transversalen, welcher zwei zusammen- 
fallende homologe Punkte der beiden honiographischen Eintheilun- 
gen darstellt, wird desshalb ein gemeinschaftlicher Punkt 
genannt. Wenn daher zwei Gerade in der Weise homographisch 
getheilt sind, dass ihr Durchschnittspunkt ein gern einschult lieh er 
Puukt beider Eintheilungen ist, so werden die Geraden, welche 
die homologen Punkte der beiden Eintheilungen verbinden, einen 
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben. 

■ 

Zwei Strahlenbündel, deren Gerade sich paarweise in solchen 
Punkten schneiden, die in gerader Linie liegen, sind homogra- 
phische Strahlenbündel. Die Gerade, welche die Centra der bei* 
den Strahlenbündel verbindet und zwei zusammenfallende homo- 
löge Strahlen der beiden Bündel darstellt, wird gemeinschaft- 
licher Strahl der beiden Bündel genannt. Wenn daher zwei 
honmgraphische Strahlenbündel eine solche Lage haben, dass die 
ihre Centfa verbindende Gerade ein gemeinschaftlicher Strahl der 
beiden Bündel ist, so werden die Durchschnittspunkte der Übrigen 
homologen Strahlen der beiden Bündel auf einer geraden Linie liegen. 
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Bedingungsgleichungen für tomographische Einthei 

lungen. 

Die Punkte o, b, €, m einer Geraden und die homologen 
»weiten a',6'.e',in' bilden zwei homographische Einteilungen, 

am ac a'm' a'c' 

oder 



am a'm' /ac a'c f \ 



Betrachten wir die homologen Punkte m und m' als variabele aof 
jenen beiden Geraden, die übrigen aber nicht, und setzen den 
constanten Werth 

ac.oV 
6c'Vc~'- 1 ' 

so erhalten wir aus der obigen Gleichung folgende ßedingungs- 
gleicbung zweier ho um graphischen Eiutheilungen, welche die Punkte 
m und m' auf den Geraden ab, a'b' bewirken: 

am a'm' 

Bezeichnen M und Jlf' auf der einen und auf der andern Geraden 
die beiden Punkte, welche dem unendlich entfernten m' und dem 
unendlich entfernten m auf der zweiten und auf der ersten Gera- 
den entsprechen, so gelten für die ersteren beiden Punkte fol- 
gende Gleichungen: 

aM . b'M' % 
HT**' WM*** 1 * 

• i 

i 

Ist Jl=-fl, so folgt aus der ersteren der beiden Gleichungen, 
dass M , welches dem unendlich entfernten m als homologer 
Punkt entspricht, ebenfalls unendlich entfernt sein rnuss, und die 
Gleichung dieser besonderen h omographischen Eintbeilung: 

am alm* 

(a) 55 "JV 

drückt aas, dass die beiden Geraden in proportionale Stücke Be- 
theilt sind. V 8 
Aus der Form der Gleichung (1) 

a'mf bmf a'c'\ 

folgt, dass für ein unendlich entferntes b auf der einen Geraden 
und für ein unendlich entferntes o' auf der anderen Geraden 



Digitized by Google 



I 

wird. Bezeichnen wir mit B' und A die beiden Punkte, welche 
den unendlich entfernten b und a' entsprechen, so erhalten wir 
aus der vorhergehenden Gleichung folgende Bedingungsgleichung 
einer bomographiächeo Eintheilung: 

4 

(2) Am.B'm'-l, 

in welcher A und B zwei feste Punkte auf swei geraden Linien 



Vermittelst der früher erwähnten Ausdrücke fijr die Gleich- 
heit unharmonischer Verhältnisse (4) lassen sich noch andere Be- 
dingungsgleichungen für homographische Einteilungen entwickeln. 
Sind nämlich die anharrooniscben Verhältnisse der beiden Systeme 
von Punkten a, b, c, m und a', 6', c', m' gleich, so ist 



am ac . c'm' c'a! 



V »»» t (A I 



bm m bc' r b'm''b'a' 



6c_ b'a' 



«c ^ c'a' 
. am , c'm' - 



Sind die beiden Geraden ähnlich oder in proportionale Stücke ge* 
theilt, so sind die auf jeder Geraden in unendlicher Entfernung 
befindlichen Theilpunkte zugleich zwei homologe Punkte der po- 
rnographischen Eintheilung, und nehmen wir als solche Punkte die 
beiden Punkte b und b' an, so erhalten wir folgende besondere 
Form der Gleichung (3): 

(a) A.am-frfi.c'm' = l. 

Die Gleichung (I) lässt sich noch zur Entwicklung eines an- 
deren Ausdrucks für zwei homograpbiscbe Einteilungen gebrau- 
chen, wenn man derselben folgende Gestalt giebt: 



.b'm'-K.bm.a'm'=Q. 
Da 

bm = am — ab , a'm' = b'm' — b'a', 

so ergiebt sich durch Einführung dieser Werthe in die 
gehende Gleichung vermittelst einer leichten Umformung: 

(4) am . b'm' + k . am + a . b'm' | vmO. 
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Homographische Eintheilungen auf einer einzigen 

Geraden. 

Die vorhergehende Gleichung (4) ist der Ausdruck zweier bo- 
mographischen Eintheilungen auf zwei Geraden. Denken wir um 
diese letzteren der Richtung nach und zugleich die Punkte a und 
6' beider Geraden zusammenfallend, so wird die Gleicbuog (4) 
auch in der neuen Form 

um . am' \ ). . am \ n . um' \ r 0 

der Ausdruck zweier homographischen Einteilungen sein. Durch 
die besondere Annahme, dass unter den Theilpunkten ein Punkt 
mit seinem homologen zusammenfalle, gewinnt die Gleichung end- 
lich folgende Gestalt: 

<3) . «m*+ (A + fO.om-f v = 0, 

woraus sich ergiebt, dass es für zwei so gelegene homographische 
Einteilungen zwei (reelle oder imaginäre) Punkte giebt, welche 
die Eigenschaft haben, dass jeder derselben, wenn er als einer 
der beiden Eintheilungen angehorig betrachtet wird, mit seinem 
homologen in der anderen zusammenfallt. Solche Punkte werden 
doppelte Punkte genannt. 

Sind m und m' unendlich entfernt und die denselben in beiden 
Eintheilungen entsprechenden Punkte M' und M, so folgt im ersten 
Falle aus (4): 

im zweiten: 

# 

so dass 

••Im«; '« .. ( 

mn.6'm'- b'M'.am-aM .b'm' + v = 0. 

»." • . -i : 

Fällt m mit a zusammen und ist m' in diesem Falle der Punkt a', 
so ist in Folge der letzten Gleichung: 

und unter den früheren Voraussetzungen die Form der Gleichung (5) : 

am* - {aM + aM ') am + aM. aa' — 0. 

Die Summe der Entfernungen des Punktes a von den beiden dop- 
pelten Punkten ist also so gross als aM-\-aM'. Bezeichnen wir 
daher mit O den Mittelpunkt des von den beiden doppelten Punk- 
ten begrenzten Segments, so ist 

aM + aM' 

aO — -r , 

und die Form der Gleichung (5) daher auch folgende: 
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am*— Sa O . am + aM.aa' = 0. 

Füllt der Punkt a mit O zusammen und entspricht dem O in der 
zweiten Eintheilong der Punkt O . so ist 

Oro a + Oaf.OO'=:0, 

und da für O, als Mittelpunkt zwischen M und JW, 

OM—-OM, 

so ist 

(6) Om*-OM.OO' t 

Om = ±VüM'.ÜO', 

woraus sich die Art und Weise und die Bedingungen der Mög- 
lichkeit der Construction der beiden doppelten Punkte von selbst 
ergeben. 

Aehnliche Bedingungsgleicbungen lassen sich für die Honio- 
graphic zweier Strahlenbiindel entwickeln; dabin gehören die fol- 
genden : * 

sin (A,M) sm(A ' t JQ 

(7) sin (H, AI) ' sin (B' ~M'Y 

OT A • sin ( iQfj + * sin (ß' 3 M') ~~ 

C. Theorie der Involution. 

Involution von sechs Punkten. Wenn drei Systeme von 
je zwei zusammengehörigen Punkten, die in gerader Linie liegen, 
so beschaffen sind , dass das anharmonische Verhältnis* von vier 
Punkten aus den drei Systemen gleich dem anharmonischen Ver- 
hältnis!* "ihrer conjugirteu Punkte ist, so sind diese sechs Punkte 
in Involution. 

Wenn sechs Punkte in Involution sind, so ist das an harmo- 
nische Verhältnis* von irgend welchen vier unter ihnen, die den 
drei Paaren conjugirter Punkte angehören, stets dem anharmoni- ' 
sehen Verhältnis* der conjugirten Punkte gleich. 

Sind die drei Systemen,»'; 6,6'; c,c' und das anharmonische Ver- 
hältnis« der vier Punkte a, 6, c, c' gleich dem der conjugirten a', 6', 
c', c, so wird auch das anharmonische Verhältnis* jedes anderen Syste- 
mes von vier Punkten, welche jenen drei Paaren angeboren, dem 
anharmonischen Verhältnis* der conjugirten Punkte gleich sein. 

Aus der durch die Voraussetzung gegebenen Gleichung 

• 

c[c _ cc^ t b'c' 
c'a' ba~~ ca'' b'a! 

folgt zunächst, darch Einführung des Segmentes a'a für cVr, die 
Gleichung 

Tbeil XX. 29 



m 

a'a' ba aa'' b'a* 

und hieraus die Gleichheit der Anharmonischen Verhaltnisse der 
Punkte a, b, c, a! und der conjugirten a', b' t c 1 , a. Aus der Gleichung 

ca # da &a' . ca' 

ergiebt sich durch einfache Umformung die Gleichung: 

ca t &a c'a' ca* 

rt'cW~db l ch' 

und hieraus die Gleichheit der anharmnnischen Verhältnisse der 
Punkte a, b' f c, c* und der conjugirten a\ 6, c* c. Auf die eine 
oder die andere Weise lassen sich auch die übrigen, durch die 
Voraussetzung gegebenen Gleichungen umformen. 

Wenn drei Systeme von je zwei conjugirien Punkten: c, «'; 
6,6'; c, c' in Involution sind, so finden folgende sieben Gleichun- 
gen statt, und umgekehrt wird jede dieser Gleichungen die Invo- 
lution bedingen und die sechs übrigen zur Folge haben: 

/ q6 .a b* a' b i a'b' 
I nc.flC'"" a'c.a'C* 

I bebe* _b'c.b'& 
\ ba.bä' ""VäTb^'' 

I cn.ca' _ e'a.c*a' 

(1) l cb.cb'-c'b.c'b'* 

1 . » 

I ab'.bc'.ca'=~ a'b.b'cCa, 

I ab' .bc.&a'~—a'b.b'& .ca, 

ab . b'c' .ca'—— a'b' . bc . Ca, 

ab.b'c.c , a' — — a , b , .Uc' .ca. 

* 

Da jede dieser Gleichungen sich in eine Gleichnng zweier anhar- 
monischen Verhältnisse von vier Punkten der drei Systeme um- 
formen läset, z. B. die erste Gleichung in folgende:. 

ac ' a'c^a'c*' a&* 

so folgt hieraus die Richtigkeit des Lehrsatzes, die Umkehrung 
lässt sich aber leicht aus dem vorhergehenden Lehrsatze ableiten. 

Sind die vier Punkte a, af\ b, b' gegeben, so lässt sich, ver- 
mittelst der sieben vorhergehenden Gleichungen, für ein beliebig 
angenommenes c das zugehörige c' leicht bestimmen. Der Punkt 



Digitized by Googl 



443 

c kann daher auch in unendlicher Entfernung liegeu oder mit sei- 
nem conjugirten c' zusammen fallen. In dem letzteren Falle geben 
die obigen sieben Gleichungen in folgende vier über: 

ab. ab' ae* 



(2) 



a'b.a'b' — ^*' 

ba.ba' _be* 
b'aMvt"Yp> 

ab' \be.ea'~—a'b.b'e.ea 1 
. b'e . ea! = — a'b* .be.ea; 



in welchen e die beiden zusammenfallenden Punkte bezeichnet. 
Aus der Beschaffenheit dieser Gleichungen ertriebt sich, dass es 
zwei Punkte e, /"giebt, von welchen jeder die Eigenschaft hat, 
mit den Punkten a, «'; 6, b' eine Involution zu bilden, in welcher 
der Punkt e oder f jedesmal mit seinem conjugirten zusammen» 
fallt. Da beide Punkte, e, f z. B., der ersten Gleichung genügen 
werden, so ist 

ae 2 qf* 



folglich 



ae af 
a'e— a'f* 

(3) 



und ebenso / b * - h ± 
und ebenso f ^--^> 

s «ich ergiebt , dass die beiden Punkte , von welchen jeder 
mit seinem conjugirten zusammenfällt, die beiden Segmente aa', 
66' harmonisch theilen. 

Ist der Punkt c in unendlicher Entfernung angenommen und 
der conjugirte Pnnkt desselben O, so erhalten die Gleichungen (1) 
folgende Gestalt: 

ab . ab* a O 
a!Tali'~'a T Ö 9 

ba.b a' 60 
FaZb'a'-b'O' 

(4) { Oa.Oa'=Ob.Ob', 

Oa aV Oa' a'b 
Ob-ba'* Ob' — b'a 

Oa ab Oa' a'b' 
\ Ob'-b'a" Ob~ ba ' 

von welchen insbesondere die dritte eine weitere Beachtung verdient 
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Wenn nämlich sechs Punkte 0,0'; b, 6'; e, & in Intolution 
sind und man zwei andere d, d' so nimmt, dass sie mit den ersteo 
Paaren a, a' ; 0, W eine Involution bilden, so lasst sich leicht durch 
Vergleichung der von der Involution bedingten gleichen anharmo- 
nischen Verhältnisse nachweisen, dass die Punkte d, d' auch mit 
dem dritten Paare und einem der ersteren eine Involution bilden 
werden. 

• 

Wenn daher jener Punkt O eine solche Lage hat, dass für 
sechs in Involution befindliche Punkte a, o'; b t b' ; <r, d 

Oa.Oa'=Ob.Ob', 

so ist offenbar auch 

Ob . Ob' = Oc . Oc', 

woraus sieb der Satz ergiebt : 

Wenn drei Systeme von je zwei Punkten in Involution sind, 
so giebt es immer einen gewissen Punkt (Central]) unkt der 
Involution) von der Beschaffenheit, dass seine Entfernungen 
von je zwei conjugirten Punkten ein constantes Product geben. 

Wenn zwei Segmente aa' , bb' ein gemeinschaftliches Stuck 
haben, so kann der zu diesen Paaren a,a'; b, b' gehörige Cen- 
tral (»unkt O, wenn wir die Gleichheit und die Vorzeichen der 
Producte Oa.Oa' und Ob. Ob' beachten, nothwendiger Weise 
nur auf diesem gemeinschaftlichen Stucke liegen, woraus sich die 
Construction des Punktes O sehr leicht ergiebt. 

Wenn man nämlich über zwei theilweise auf einanderliegenden 
Segmenten aa', bb', als Durchmessern, zwei Kreise construirt, so wird 
ihre gemeinschaftliche Sehne stets durch den Centraipunkt O geheo. 

Liegen die Segmente aa' , bb' nicht theilweise aufeinander, 
so kann man immer durch eioen beliebigen und ausserhalb der 
Geraden befindlichen Punkt g zwei Kreisperipherien so construt- 
ren, dass die eine aa' , die andere bb' zur Senne hat; die gemein- 
schaftliche Sehne tjg' der Kreise durchschneidet alsdann ab im 
Centraipunkt O, weil 

Og . Og 1 = Oa . Oa! = Ob . Ob'. 

• 

Drei Kreise, die man über drei in Involution befindlichen Seg- 
menten, als Durchmessern dieser Kreise, construirt, haben zwei 
gemeinschaftliche Durchschnittspunkte, welche in dem Falle, dass 
die Sesmente nicht theilweise aufeinander fallen, imaginär sind. 
Die Kreise haben alsdann in dem letzteren Falle keine gemein- 
schaftliche Sehne, sondern eine gemeinschaftliche Chordale (axe 
radical). 

Wenn drei Systeme von paarweise conjugirten Punkten a, a' ; 
61 6'; c, c' in Involution sind und zwei Punkte e, f die Beschaf- 
fenheit haben, dass jeder derselben mit den beiden ersteren Paa- 
ren a, a'; b,b' eine Involution von fünf Punkten bildet, in wel- 
cher der Punkt e oder f mit seinem conjugirten zusammenfallt, so 
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werden die Punkte e und f diese Eigenschaft auch in Beziehung 
auf die Systeme b, b' ; c, c' besitzen. Dasselbe wird aber auch 
von der Eigenschaft der Punkte e und f gelten, welche durch 

die Gleichungen ~ ss — ^ etc. ausgedruckt ist. Hieraus ergiebt 
sich leicht folgender Satz: 

Wenn drei Systeme von paarweise conjugirten Punkten a, a'; 
6, 6'; c, c' in Involution sind, so giebt es stets zwei (reelle oder 
imaginäre) Punkte (doppel te Punkte der I nvolution), welche 
die drei Segmente aa', bb' t cc' harmonisch theilen. 

Diese Punkte befinden sich zu beiden Seiten des Gentrai- 
punktes in gleicher Entfernung von demselben, indem 

Oa.Oa'=Ob.Ob'=zÖ*= Of*. 
Es ergiebt sich zugleich aus der Gleichung 

» 

Ue*=Oa.Oa', 

dass die doppelten Punkte imaginär sind, wenn der Punkt 0 in- 
nerhalb der Segmente aa' und ab' liegt. 

Die Beziehung, in welche ein beliebiger Punkt zu sechs in 
Involution befinrilirhen Punkten gebracht werden kann, führt zu 
andern wichtigen Eigenschaften der Involution. Sind nämlich aa', 
W . cc' drei beliebige Segmente einer Geraden und er, ß, y ihre 
Mittelpunkte, m und M zwei andere Punkte, so ist 

ma — Ma — Mm , rna' — Ma' — Mm , 

» 

ma . ma' = Ma . Ma' — 2.Ma. Mm + Mm 2 , 
mb . mb' = Mb . Mb' -2.Mß.Mm + Ä7m*, 
mc.m&z=Mc.Mc' — 2.My.Mm + Äfm*; 

folglich 

ma.ma' .ßy-\-mb. mb' . vor -f mc. mc' . aß 
^Ma.Ma' .ßy + Mb.Mb' .ya + Mc.Mc'.aß 

—2(Ma .ßy + Mß.ya + My. aß) Mm + (ßy + y«+ aß)Mm+. 

Nun ist aber nach einem früheren Lehrsatze sowohl 

Ma . ßy + Mß.ya + My . aß= 0, 

als auch 

0y + y« + «0=0, 

folglich 

ma . ma' . ßy + mb . mb' .yu + mc.mc' . aß 

= Ma.Ma'.ßy + Mb.Mb'.ya + Mc.Mc'.aß. 
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Ist daher M der Cenlrolpankt von sechs in Involution 
Punkten a, ö'; 6, 6'; e, &, so ist 

ma . ma' .ßy + mb. mb' : ya -f wie . in& .«0=0. 

Fällt der Punkt m mit dem Punkte a zusammen, so ist 

ab . ab' . ya + ac . ac' . aß == 0 , 

folglich 



und ebenso: 



ab. ab' aß 4 a'b.a 'b' aß 

ac . ac' «y ' a'c . oV ~" ay 



bc.be ' _ßy, bc.b'c' ßy 
ba.ba'-ßa' b'a.b'a'" ßa (5) 

cact }l—.Y a > c ' a ' c '^ y* 

cäTc/T' ~~ y0 1 Cb.eb* "~ y/$' 

Homographische Eintheilungen in Involution. Für 
zwei Paare von Punkten a, a'; 6, // lassen sich unzählig viele an- 
dere Paare c, c'; rf. tP;.... bestimmen, welche mit jenen ersteren 
eine Involution bilden. Betrachten wir nun hierbei die Punkte 
a, b, a' und a! f b' 9 a als fest, die Punkte c, c' als variabele und 
gleichsam die übrigen Paare beschreibend, so werden die Punkte 
c f & offenbar zwei homographischc Eintheilungen bilden. Aus der 
zugleich statttindenden Gleichheit der anharmonischen Verhält- 
nisse a, b, a' y & und af t //, a, c wird aber folgen , dass der varia- 
bele Punkt Cf man mag denselben als der einen oder der ande- 
ren Reihe der homographisch vertheilten Punkte angehörig be- 
trachten, stets denselben homologen Punkt c hat Solche homo- 
graphische Eintheilungen werden als Eintheilungen io Invo- 
lution bezeichnet. 

Zwei homographischc Eintheilungen auf derselben Geraden 
sind in Involution, wenn ein beliebiger Punkt auf dieser Geraden, 
den man als der einen und der anderen Eintbeilung angehurig 
betrachtet, in beiden Fällen denselben homologen Punkt hat. Sind 
«, b, c und a\ b\ C homologe Punkte der ersten und zweiten Ein- 
tbeilung und entsprechen sich nach Voraussetzung 

<x, o, c, &, 

a*, 6', C, c; 

so sind die anbarmonischen Verhältnisse dieser Punkte gleich und 
daher a, a*J b, b'\ c, & in Involution, so dass auch a, a', b, c und 
a', a, b', f gleiche anharmonische Verhältnisse haben , und was 
von den Punkten c. & galt, auch von den Punkten a, a' erwiesen ist. 

Als Ausdruck zweier homo^raphiseben Eintheilungen gilt fol- 
gende Gleichung (4): 

am . b'm' + k . am -f p . b'm' -f v = 0, 

d wenn m und m' unendlich entfernt und die ihnen entsprechen- 
en Punkte M' und M sind, 
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Nehmen wir nun an, dass von einem der in unendlicher Ent- 
fernung beündlichen Paukte das im Vorigen von dem Punkte c 
Gesagte gelte, so wird derselbe in beiden Einteilungen densel- 
ben homologen Punkt haben müssen, woraus sich ergiebt, dass 
in diesem *alle 31' und M zusammenfallen. Daun ist aber 

X — ft = aM — b'M^z ab\ 

und wenn die beiden Einteilungen einen gemeinschaftlichen Aus- 
gangspunkt haben, 

X es p t 

Die doppelten Punkte zweier homographischen Eintheilungen auf 
derselben Oeraden stehen in einer merkwürdigen Beziehung zu 
gewissen Paaren ihrer Punkte* Sind nämlich o, b; a' b' homologe 
Punkte zweier Eintheilungen und e , f die beiden doppelten Punkte, 
so sind die anharmonischen Verhältnisse der folgenden Systeme 
von vier Punkten gleich, nämlich von 

a, b, e, f und o', b', e, f. 

Hieraus folgt, dass dasselbe auch von folgenden Systemen gilt: 

«> b, e, f und b', a' t /', e, 

oder dass ab', a'b, ef drei in Involution befindliche Segmente sind. 
Die doppelten Punkte zweier homographischen Eintheilungen a, 6, 
c... uod a' t 6', c',.... bilden also stets mit zwei solchen Paaren 
von Punkten, wie «, b' und «', 6 eine luvolution. Diese Eigen- 
schaft der doppelten Punkte giebt uns ein Mittet an die Hand, 
dieselben zu constritiren. Man construire zwei durch einen belie- 
bigen Punkt g gehende Kreisperipherien, von denen die eine ab', 
die andere a'b als Sehne in sich fasst, so werden sich dieselben 
noch in einem anderen Punkte //' schneiden. Durch denselben 
Punkt v construire man ferner ein anderes Paar von Kreisperi- 
pherien, von denen die eine ad, die andere n'c zur Sehne hat, 
so werden dieselben sich in einem zweiten Punkte </* durchschnei- 
den. Der Kreis, dessen Peripherie durch die Punkte g>Sf>tif 
geht, wird alsdann die Gerade in den gesuchten doppelten Punk- 
ten durchschneiden; denn beide Punkte werden sowohl mit a, b' 
und a', o, als auch mit a, c' und a', c in Involution sein. 

Strahlenbündel von sechs Geraden in Involution 
sind solche, deren paarweise conjugirte Gerade die Eigenschaft 
haben, dass vier den drei Paaren angeborige Gerade ein gleiches 
an harmonisch*'* Verhältnis*, wie das der vier conjugirten Geraden 
haben. Solche Strahlenbündel werden von jeder Transversale in 
sechs Punkten geschnitten, die sich in Involution befinden, und 
alle Relationen/ welche sich auf diese Durcbschuittspunkte be- 
ziehen und durch Betrachtung der anharmonischen Verhältnisse 
dieser Punkte abgeleitet werden, gelten auch für die sechs Gera- 
den z. B. folgende: 
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i 

sin (A, B). sin (A,B') _ 8in(A', ff). sin (A' t B ') 
sin ( A, C) . sin (A, C')^ sin (A', C) . sin (^', C) ' 

sin (4, jß) . sin (B, C) . sin (C',A') = - «in (^', ff') . sin ( B,C) .sin(C, J). 

■ 

Den doppelten Punkten der Involution eines Systemes von sechs 
Punkten entsprechen hier zwei doppelte Strahlen der Involution 
eines Strahlenbündels von sechs Geraden. 

Eine ähnliche Analogie tindet noch zwischen zwei homogra- 
phischen Einteilungen in Involution und zwei homographischen 
Strablenbündeln in Involution statt 

Anwendung der vorhergebenden Theorien. 

Ute übrigen drei Abschnitte des Werkes enthalten hauptsäch- 
lich die Bestimmung, die Eigenschaften der wichtigsten geome- 
trischen Figuren vermittelst der in dem ersten Abschnitte mitge- 
theilten Theorien zu entwickeln. Der zweite Abschnitt ist vor- 
zugsweise den Eigenschaften der geradlinigen Figuren gewidmet 
und beginnt mit der, Behandlung mehrerer geschichtlich merkwür- 
diger Aufgaben, welche den Gegenstand folgender Werke des 
Apollonius bilden: „de sectione d eterm inata", „de sec- 
tione rationis" und „de sectione spatii." 

Die Aufgabe der Sectio determinata ist folgende: 

Wenn auf einer Geraden vier Punkte gegeben sind, einen fünf- 
ten Punkt auf derselben so zu bestimmen, dass das Product sei- 
ner Entfernungen von zweien jener vier Punkte zu dem Producte 
seiner Entfernungen von den beiden anderen Punkten ein gege- 
benes Verhältnis* hat. 

Sind die gegebenen Punkte a, a'; 6,6'; X die Verhältnisszahl, 
so ist ein Punkt in von der Beschaffenheit zu suchen, dass 

\ am . a'm ^ 

Aus der Theorie der Involution (1) geht sofort hervor, dass aus- 
ser einem Punkte m, welcher der Gleichung Genüge leistet, noch 
ein anderer m' von derselben Beschaffenheit vorhanden ist, näm- 
lich derjenige, welcher, als der conjugirte des Punktes m, mit 
den beiden Systemen o, a'; b, b' eine Involution bildet. 

Bezeichnen wir nun mit p, a, ß die Mittelpunkte der Seg- 
mente mm', aa', bb', so ist 

am . a'm «fi 

bmTb^-f^' W 



folglich 



Aus der letzten Gleichung ergiebt sich der Mittelpunkt ft und da- 
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mit zugleich die einfache Construction , welche auf die beiden 
( Punkte m und mf führt. 

Construirt man nämlich zwei Kreise, welche durch einen be- 
liebigen Punkt g gehen und von denen der eine aa' , der andere 
66' als Sehne enthält, ferner durch die beiden Durchschnittspunkte 
dieser Kreisperipherien g und g' einen dritten Kreis so, dass 
der Mittelpunkt desselben auf dem in u auf aa' errichteten Per- 
pendikel liegt,- so durchschneidet derselbe die Gerade in den ge- 
suchten Punkten m und m' (4). 

Aus der allgemeinen Form der Gleichung, welcher die Auf- 
lösung genügen muss, lassen sich leicht die besonderen Fälle der 
Aufgabe ableiten, und aus den Eigenschaften der Involution die- 
jenigen Bedingungen, unter welchen m und m' imaginär werden. 
Wenn wir daher erwägen, wie schwierig die Auflösungsmethode 
des A pol Ion in - ist, die uns R. Siruson in seiner Wiederherstel- 
lung des betreffenden Werkes von Apollonius mittheilt, so möchte 
schon dies Beispiel einer Anwendung der im Vorhergehenden ent- 
wickelten geometrischen Principien hinreichen, die Allgemeinheit 
und Fruchtbarkeit derselben an den Tag zu legen. 

Aufgabe der Sectio ratio nis: 

Wenn zwei Gerade AL> BL gegeben sind, eine Transver- 
sale durch einen Punkt g so zu ziehen, dass die auf deu beiden 
Geraden gebildeten Segmente, welche von den beiden festen Punk- 
ten dieser Geraden A und B ausgehen, ein gegebenes Verhält- 
nis X haben. 

Nehmen wir auf beiden Geraden zwei zusammengehörige und 
variabele Punkte a und a' an, dereu Lage in Beziehung auf die 
Punkte A und B folgende Beziehung gestattet: 




so bilden diese Punkte eine homographische Eintheilung (1, a.), 
nnd die Aufgabe ist gelöst, wenn wir durch 0 eine Gerade so 
ziehen köunen, dass sie durch zwei homologe Punkte der Ein- 
"theilungen geht. Ziehen wir durch jeden Punkt a' und 0 Gerade, 
deren Durchschnittspunkte mit . / / im Allgemeinen mit a' bezeich- 
net werden sollen, so bilden a' und a' ebenfalls zwei homogra- 
phische Eintheiluugen und desshalh auch a und «'. Es folgt hier- 
aus , dass nur diejenige Gerade Vo der Aufgabe genügt, welche 
einen der doppelten Punkte dieser letzten beiden Eintheilungen 
trifft und dass es zwei solche Gerade giebt. Nun sind zur Con- 
struction der beiden doppelten Punkte im Allgemeinen drei Paare 
zusammengehöriger Punkte der beiden Eintheiluugeii auf II 
nöthig (6), es folgt also hieraus, dass man zur gesuchten Gera- 
den u'q erst dann gelangt, wänn man, gleichsam versuchsweise, 
drei andere construirt hat, und dass diese geometrische Behand- 
lung der Aufgabe, hinsichtlich der Methode, dem arithmetischen 
Verfahren der positio falsi nicht unähnlich ist. 
' In derselben Weise wird auch die Aufgabe der sectio spatii 
behandelt, deren Auflösung folgender allgemeinen Gleichung 
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Aa.Ba' = X, 

welche zugleich der Ausdruck zweier (tomographischen Einthei- 
lungen ist (2), genügen muss. 

Der Verfasser wendet diese Methode der Auflösung in der 
Folge noch auf einige andere geometrische Aufgaben an, deren 
Gegenstand von den erwähnten ganz verschieden ist, und zuletzt 
noch auf die Auflösung eines Systeme» von Gleichungen des ersten 
oder des zweiten Grades. 

Die Form eines Svstemes von Gleichungen ersterer Art wird 
auf folgende specielle Form redacirt: 

Ix + f* + v =0. 

• *••••« • 

IhV + fhi X + V*—0. 

Nimmt man alsdann an, dass x, -y, .... die Entfernungen von eben 

so vielen Punkten X, F, die' auf derselben Geraden liegen, 

in Beziehung auf einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt, bezeich- 
nen und dass an der Stelle von x in der letzten Gleichung sich 
X 1 befinde, so drückt jede der einzelnen Gleichungen, wenn A , Y 
als variabel betrachtet werden, zwei ähnliche (homographische) 
Eintheilungen aus (3, a.), und es folgt aus denselben, dass auch 
die Punkte X und X', welcher letztere dem x' in der letzten 
Gleichung entspricht, solchen Eintheilungen angeboren werden. 
Erwägt man nun, dass, nach der Form der obigen Gleichungen, 
von allen willkürlichen Werthen, welche x ertheilt werden mögen, 
nur derjenige der gesuchte ist, welcher bewirkt, dass für x' in 
der letzten Gleichung derselbe Werth erhalten wird, so wird hier- 
aus, wenn wir auf die erwähnte geometrische Auffassung der 
Werthe x, w.... zurückgehen, folgen müssen, dass der doppelte 
Punkt der durch die letzte Gleichung ausgedrückten bnmographi- 
schen Eintheilung dem gesuchten Werthe von x angehört. Da 
nun zur Bestimmung derselben in diesem besonderen Falle zwei 
Systeme homologer Punkte nöthig sind, so werden zwei willkür- 
liche Annahmen für x in der ersteren Gleichung zur Bestimmung 
des wahren Werthes von x genügeo, und die geometrische Be- 
trachtung führt ganz auf dasselbe Resultat, welches die Regel 
der positio falsi für die gesuchte Grösse atigiebt. 

I. Vom Viereck. 

In der Entwickelung der allgemeinen Eigenschaften der gerad- 
linigen Figuren beginnt der Verfasser mit dem Viereck und weist 
für dasselbe einen von Pappus in anderer Form (Bnch7, Satz 130) 
mitgetheilten und bewiesenen Lehrsatz nach, nämlich folgenden: 

1. Jede Transversale, welche man in der Ebene eines Vier- 
eckes zieht, trifft die vier Seiten und die beiden Diagonalen in 
sechs Punkten, welche in Involution sind. Der Beweis ergiebt 
sich durch Betrachtung gleicher anbarmonischer Verhältnisse. 
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In dem besonderen Falle, wo die Transversale durch die zwei 
Durchschnittspunkte jedes Paares der Gegenseiten gebt, ist jeder 
dieser Punkte ein doppelter Punkt der Involution und desshalb 
theiien die Diagonalen in diesem Falle die Transversale in Be- 
ziehung auf jene Punkte harmonisch. 

•2. Der analoge Satz zu dem Vorhergehenden bezieht sich 
auf ein Strahlenbusche! von sechs Geraden, welche nach den 
vier Ecken und den beiden Durchschnittspunkten der Gegensei- 
ten eines Viereckes gehen. 

3. Liegt das, Ceotrum der Strahlen unendlich entfernt, so 
projiciren die Strahlen die sechs Punkte eines Viereckes so auf 
jede Gerade, dass die sechs Projectionen sich in Involution befinden. 

4. In Folge dieses Satzes lässt sich aoch die Eigenschaft 
der Involution auf die beiden Paare von Gegenecken eines Vier- 
eckes und auf die Durchschnittspiinkte der Gegenseiten eines Vier- 
eckes übertragen. 

5. Denken wir uns die Transversale, welche die Seiten eines 
Viereckes durchschneidet, unendlich entfernt, so kommt die Rich- 
tung der Strahlen eines nach den Durchschnittspunkten der Trans- 
versale auslaufenden Strahlenbüschels mit der Richtung der Sei- 
ten und Diagonalen des Viereckes überein, so dass auch diese 
Seiten des Viereckes in Hinsicht auf ihre Winkel die Involutions- 
gleichungen von sechs Geraden zulassen. 

I 

II. Vorn Dreieck. 

Die vorhergehenden Sätze lassen sich theilweise auf das 
Dreieck übertragen. 

1. Werden die Seiten eines Dreieckes von einer Transver- 
sale durchschnitten, die Durchschnittspunkte der letzteren nach 
den Ecken A> B, C, welche den Seiten gegenüberliegen, mit 
a, 6, c bezeichnet und das durch die Transversale abgeschnittene 
Viereck als ursprünglicher Figurentheil betrachtet, so liest sich 
auf die ganze Figur Satz (I. , 4.) übertragen und es ist 

aB bC cA 
aC'lA'cß~ + 1 

2. Zieht man durch jede Ecke eines Dreieckes eine belie- 
bige Gerade nach der Gegenseite, so lässt sieb durch Betrach- 
tung der Dreiecke leicht nachweisen, dass jene Function der Seg- 
mente der analog gebildeten Function der Sinusse der an jenen 
Geraden gelesenen Winkel gleich ist Unter Beibehaltung der 
angegebenen Bezeichnung ist also 

aB hC cA sin aAB sin&ßC s'mcC A 
aC'bA'cß- sin aAC * sin bBA ' sin cCB * 

so dass 

sin aAB. sin bBC.sm cC A 

sin aAÖ^mbBA . aincCB ~ + 1 
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ist , wenn jene Geraden nach den drei Durcbschnittspunkten einer 
Transversale gehen. 

3. Drei von den Ecken eines Dreiecks in einen Punkt O zu- 
sammenlaufende Gerade bilden ebenfalls mit den Seiten des Drei- 
ecks ein Viereck, .welches einen bei O einspringenden Winkel hat. 
Für die Seiten und Diagonalen des Viereckes gelten also die In- 
volutionsgleichungen , welche aus (I., 5.) folgen , und es ist mithin 

sin CM ff. sin O BC. sin OCA 
(a) sin OAC. sin OBA. sin OCB~ 

Nun findet aber zwischen den Segmenten der Dreiecksseiten und 
den Sinussen ihrer Gegenwinkel jene Relation (II., 2.) statt, folg- 
lich gilt auch für diese Segmente folgende Involutionsgleichvng: 

a B.bC.c A . 

4. Diese Lehrsätze erscheinen dann weiter als besondere 
Fälle eines allgemeineren Lehrsatzes, welcher sich auf zwei Drei- 
ecke bezieht, von denen das eine dem anderen umschrieben ist. 
Ist nämlich abc das eine Dreieck und bezeichnet man die Ecken 
des ihm eingeschriebenen Dreiecks gleichmässig nach einer der 
zu beiden Seiten liegenden Ecken des um dasselbe beschriebe- 
nen Dreiecks mit A/M, C, so ist , 

Aa Bb Ca s in a AC. Hi n bB A . sin cC B 
Äc 'B~a '(% — ~ sin aAB. sin bBC. sin cCA' 

Ks folgt hierauf eine kurze Betrachtung der Homologie der 
Dreiecke, in welcher der Verfasser auf eine einfache Weise, ver- 
mittelst der Grundeigeuschaften homographischer Strahlenhündel, 
die Bedingungen der Homologie und ihre gegenseitige Abhängig- 
keit nachweist. 

Liegen nämlich zwei Dreiecke so, dass die ihre Spitzen rer- 
bindenden Geraden in einem Punkte zusammenlaufen, so durch- 
schneiden sich ihre Seiten paarweise in Punkten, die auf einer 
einzigen Geraden liegen, und umgekehrt. 

Der Satz lässt sich dadurch nachweisen, dass man zwei Ecken 
als Cenfra homographischer Strahlenbändel auffasst, je zwei von 
diesen Ecken auslaufende Seiten als Strahlen dieser Bunde! und 
den Durchschnittspunkt des dritten Seitenpaares gleichzeitig als 
Durchschnittspunkt eines dritten Paares von Strahlen; es müssen 
dann die Durchschnittspunkte sämmtlicher Seitenpaare, nach den 
in (B.) mitgetheilten Erläuterungen, in einer Geraden liegen. 

Den Durchschnittspunkt jener Geraden, auf welchen die Ecken 
der Dreiecke liegen, bezeichnet der Verfasser nach Poncelet 
als Centrum der Homologie, die Gerade, welche die Durch- 
schnittspunkte der Seitenpaare enthält, als Axe der Homolo- 

(rie. Zwei nomothetische oder ähnliche und zugleich ähnlich ge- 
egene Dreiecke sind solche, deren Axe der Homologie sich in 
unendlicher Entfernung befindet 
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Aas den im Vorhergehenden mitgetheilten allgemeinen Lehrsät- 
zen vom Dreieck, welche als Grundlage der Theorie der Transversalen 
angesehen werden können , leitet der Verfasser mehrere besondere 
Eigenschaften des Dreiecks ab, deren Abhängigkeit von jenen allge- 
meineren Eigenschaften nur in zwei Fallen a. d. U. nachgewiesen 
werden soll. 

Schneidet eine Transversale die Seiten eines Dreiecks*, im 
Sinne der früheren Bezeichnungsweise, in den Punkten a, ft, c, 
und sind die conjugirten harmonischen Punkte der letzteren (>', 
<■', so schneiden sich die drei Geraden, welche die letzteren Punkte 
beziehungsweise mit A y B, C verbinden, in einem Punkte. 

Denn einmal ist 



ferner 



aC'bA'cB- 1 ' (II " L) 



aB *B bC VC 
nC-^a'C' bA ~ ~~6'J etc "' 



folglich 



n'B b'C c'A 
a'C b'A' VJI 

und desshalb schneiden sich Aa\ Bb\ Cc' in einem Punkte. (IL, 3. b.) 

Liegt die Transversale unendlich entfernt, so bezeichnen die 
Punkte a', (/, c', wie sich aus der Betrachtung des harmonischen 
Verhältnisses leicht ergiebt, die Mitten der drei Dreiecksseiten, 
woraus sich der bekannte Satz ergiebt, dass die drei von den 
Ecken eines Dreieckes nach deu Mitten der Gegenseiten gehen- 
den Geraden sich in einem Punkte schneiden. 

Aus dem allgemeinen Lehrsatz, welcher die Relation zwischen 
den Sinussen der Winkel dreier von den Ecken eines Dreiecks in 
einen Punkt zusammenlaufender Geraden enthält, ergeben sich 
sofort folgende Lehrsätze: 

In einem Dreiecke treffen die drei Geraden, welche die Win- 
kel des Dreiecks halbiren, in einem Punkte zusammen; dasselbe 
gilt auch von den drei Geraden, welche die Supplemente zweier 
Winkel und den dritten Winkel des Dreieckes halbiren. 

In einem Dreiecke treffen die drei Geraden, welche die Sup- 
plemente der Dreieckswinkel halbiren, die Gegenseiten in drei 
Punkten, die in einer Geraden liegen; dasselbe gilt von den drei 
Geraden, welche zwei Dreieckswinkel und das Supplement des 
dritten halbiren. 

0 

- 

HI. Von den Vielecken. 

Die Eigenschaften der Vielecke fuhren auf ähnliche Relatio- 
nen, wie die am Dreieck entwickelten, so dass diese letzteren 
sich als besondere den folgenden allgemeineren unterordnen lassen. 
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L Wenn eine Transversale, die in regelmässiger Aufeinan- 
derfolge genommenen Seiten eines Vielecks ABC in den in 

derselben Ordnung genommenen Punkten a, b, c... trifft, so fin- 
det stets folgende Relation statt: 

aA bB cC , , 
iß bC cl) + l 

Es lässt sich leicht zeigen, dass, wenn der Lehrsatz liir ein 
Vieleck von n ! Seiten wahr ist, derselbe auch für ein Vieleck von 
w-f-1 Seiten gelten muss, woraus, mit Rucksicht darauf, dass 
derselbe für das Dreieck erwiesen ist, seine allgemeine Gültig- 
keit folgt. 

In ähnlicher Weise ergiebt sich auch eine andere allgemeine 
Relation für das Vieleck, welche einer früheren am Dreieck nach- 
gewiesenen entspricht, und folgender allgemeine Satz, in welchen 
sich beide zusammenfassen lassen : 

Wenn man durch die Ecken eines Vieleckes ABCDEF be- 
liebige Gerade Aa, ßb,.... zieht, welche sich in den Ecken eines 
zweiten, dem ersteren eingeschriebenen Vieleckes von gleichviel 
Seiten schneiden, so findet stets folgende Relation statt, in wel- 
cher die Zeichen -f und — sich auf eine gerade und ungerade 
Seitenanzahl beziehen: 

Aa Bb Ff BinaAF smbBA sin/T£ 

Ans den erwähnten Relationen leitet der Verfasser zwei andere 
Sätze ab, von denen der eine folgender ist: 

Wenn man durch die Ecken eines Vieleckes ABC... belie- 
bige Gerade Aa, Bb, Cc... zieht und eine Transversale, welche 
die Seiten des ersteren in den Punkten «, ß, y,.... und jene Ge- 
raden in den Punkten «, 6, c,.... trifft, so findet stets zwischen 
den Sinussen der Winkel, welche die Geraden mit den Seiten 
des Vielecks bilden, und den zwischen den Schenkeln dieser 
Winkel gelegeneo Segmenten der Transversale folgende Relation 
statt : 

s\naAB BinbBC BtncCD aa bß cy 

sin aAF' &\x\bBA ' sin cd? — — ng> ' ba' cß"" 

in welcher die Zeichen -f- und — sich auf eine gerade und unge- 
rade Seitenanzahl des Vieleckes beziehen. 

Der zweite Lehrsatz lässt sich so ausdrücken: 

Nimmt man auf den Selten eines Vieleckes ABC»... die Punkte 

a, b und zieht von einem Punkte O Gerade nach den Ecken 

des Vielecks und nach jenen Punkten a, b, .... , so findet zwischen 
den Sinussen der Winkel, welche diese Geraden unter sich bilden, 
und den bezüglichen Segmenten der Vielecksseiten folgende Re- 
lation statt: 

sinaO.4 siooOZ? aA bB 
sin aOB ' sin bOC ~ aß ' bC 
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IV. Gleichtingen für die gerade Linie und den Punkt. 

Sind EA und E'B' zwei feste Axen, auf beleben die Punkte 
A und B' willkürlich angenommen und die Punkte E und E' die 
Durchschnittspunktc sind, in welchen eine dritte Gerade PP 
diese Axen trifft, so werden die Durchschnittspunkte zweier um 
die Pole P und P' sich drehender und jene beiden Axen schnei- 
dender Geraden eine gerade Linie beschreiben, wenn je zwei zu- 
sammengehörige Durchschnittspunkte auf den beiden Axen stets 
eine solche Lage zu deo festen Punkten A und E, B und JE' 
haben, dass 

ist und u, ß, v constante Coefficienten sind.' 

Unter den gemachten Voraussetzungen gehurt also Gleichung (1) 
einer geraden Linie an. 

Liegt die Gerade, auf welcher sich die Pole befinden, in un- 
endlicher tCntlernung, so dass die Pm unter sich und ebenso die 
P'm' parallel werden, so nimmt die Gleichung der geraden Linie 
folgende Gestalt an: 

et . Ant -f- ß .B'iri = v. (B., 3. a.) 

Fallen die Punkte A und Ii' in einen Punkt O, den Durchschnitts- 

Sunkt der Axen, zusammen, und ist jede der beiden Geraden, 
eren Durchschnittspunkte die gerade Linie erzeugen, einer der 
beiden Axen parallel, so stimmen die beiden Segmente Gm und 
O/n' durchaus mit den von Descartes in die analytische Geo- 
metrie eingeführten Coordinaten überein und es eruiebt sich aus 
dem Vorigen, dass die Gleichung des ersten Grades: 

a.ar-f ß.y — v 

die der geraden Linie ist. 

Die Gleichung (1) lässt sich auch auf mehrere Axen AE, BE\ 
C£",.... und a»f mehrere Pole P, /*, P",...., welche sich auf der- 
selben Geraden befinden, ausdehnen, wodurch eine Gleichung von 
folgender Form entsteht: 

< 2) *l£+e§% + ri?m*+--= v > 

in welcher alle Coefficienten bis auf zwei willkürlich sein können. 
Die Gültigkeit der Relation ergiebt sich, mit Rücksicht auf (1), 
daraus, dass dieselbe immer für n \ I Axen gilt, wenn sie für n 
Axen erwiesen ist. 

Nimmt man auf den Axen AE, BE',.... beziehungsweise die 
festen Punkte /?, /?',.... an und setzt an die Stelle der Coüfli- 
cienten «, ß,.... in der letzten Gleichung die Wert he 
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( AR ^i Co BTtr \ 
a * ehJ* L ä: £'ä'> ' 

so erhält tnan für die letzte Gleichung: 

(Am AR~\ rBmf BR'~\ 
Em ' ERj + n LK? 5 K?J + - = v 

Aber auch die anharmonischen Verhältnisse der Gleichung 
lassen sich durch aridere ersetzen, welche solchen Transversalen 
angehören, von denen jede durch denselben Punkt der dieser 
Gleichung angehörigen geraden Linie geht und ausserdem durch 
drei solche Strahlen, welche von einem Pole Pnach den zugehörigen 
Punkten A. E, R gehen. Bezeichnet man ein solches neues anharmo- 
nisches Verhältnis , z. B. das mit dein ersten in der letzten Glei- 
chung übereinstimmende, mit 

» 

* 

so erhält die vorige Gleichung folgende Gestalt: 



Nehmen wir nun die Punkte p, p',.... als feste Pole und die 
Geraden A, ß. . .., auf welchen die Durchschnittspunkte der Trans- 
versalen a, 6,.... liegen, als gegeben an, ferner diejenige Gerade, 
auf welcher die Punkte e, c',.... liefen, in unendlicher Lntfernung, 
so erhält die Gleichung, mit Rücksicht darauf, dass jedes solches 

Verhältnis», wie — - , gleich dem Verhaltniss der von den Punk- 

ap 

ten M und p auf die Linie A gefällten Senkrechten ist, von wel- 
chen die letztere als constanter Werth in die Constanten der Glei- 
chung aufgenommen werden kann, folgende Form: 

a.p f ß.p' + y. p v + ....= r, 

in welcher p, die von einem Punkte der geraden Linie auf 

die Geraden A. />\ gefällten Senkrechten bezeichnen, und alle 
Coeflicienten , bis auf zwei, willkürlich genommen werden können. 

• 0 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die von jedem Punkte 
einer geraden Linie auf feste Axen gefällten Senkrechten unter 
sich eine Relation vom ersten Grade bilden. 



Gleichung für den Punkt. Wenn auf zwei Axen SA, 
SB, auf welchen A und B zwei feste Punkte bezeichnen, zwei 
variabele und zusammengehörige Punkte m, m' folgender Relation: 

Am , o Bm' 
« *'Sm + P-Sm-> = v > 

in welcher a, ß, v constant sind, Genüge leisten, so geht jede den 
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Punkten m, vi' angehorige Gerade stets durch denselben Punkt 
o, (B). Man kann daher die Gleichung (1) als Gleichung eines 
Punktes o ansehen. 

• Sind die Axen SA, SB parallel, so ist die Gleichung folgende: 

a.Am + ß. Bm' = v. 

. Ist v = 0, so drückt die Gleichung 

Am Btri . 
3m ~~ Sm' 

aus, dass A nnd B, als zwei homologe Punkte» eine Lage der 
sich um o drehenden Geraden bezeichnen und dass der Punkt o 
auf der Geraden AB liegt. 

Die Gleichung (1) lässt sich, wie eine frühere, auch nuf meh- 
rere Axen SA, SB,.... ausdehnen und nimmt dann folgende Form an : 

Am . _ Bmf , Güt* 

in welcher alle CoeTfieienten , bis auf zwei, willkürlieh genommen 
werden könnerv. 

Erwägt man nun, dass alle solche Verhaltnisse, wie 

dem Verhältnisse der von den Punkten A, S auf die dnreh p 

Sehende Gerade gefällten Senkrechten gleich sind und bezeichnet 
ie Distal 
mit p, p\ 
erhalten: 



Sehende derude getauten senkrechten gleich sind und bezeichnet 
ie Distanzen der Punkte A, B, C, .... S von der Geraden om 
mit p, p', p", .... q, so wird die vorige Gleichung folgende Form 
*ialtr- 



a./j-f /?./>' -f-y.p* +....— v.? = 0. . 

Wenn sich also eine Gerade um einen Punkt bewegt, so 
bilden ihre Distanzen von mehreren anderen beliebigen Punkten 
eine homogene Relation des ersten Grades, in welcher alle CoeT- 
fieienten, bis auf zwei, willkürlich genommen werden können. 
Umgekehrt wird eine bewegliche Gerade in allen ihren Lagen 
durch denselben Punkt gehen, wenn die Distanzen derselben von 
mehreren festen Punkten stets unter sich eine homogene Relation 
des ersten Grades bilden. 

Sind mehrere Punkte A, B, C\.... und die Constanten «, ß, 

y gegeben, so kann man eine beliebig grosse Menge solcher 

Geraden ziehen, welche die Eigenschaft haben, dass die Suromen 
derjenigen Producte, welche ihre Distanzen von diesen Punkten 
A, /?,-.. mit den zugehörigen Constanten a, ß, .... bilden, gleich 
Null sind. 

Denn fällt man von diesen Punkten auf eine Gerade Perpen- 
dikel, deren Fusspunlcte a,b, c,.... sind, so lässt sich auf dieser 
Geraden immer ein Punkt p, bestimmen, welcher folgender Glei- 
chung genügt: 

Theil XX. 30 



458 

a **ft+ß'b*i 4-y «ei -f m..=sO *). 

Zieht man nun durch den Punkt p, eine mit jenen Perpendikeln 
parallele Linie, so wird für diese gerade Linie offenbar die Glei- 
ehttog gelten: 

« P + ßp' + y.^-f .... = 0, 

in welcher p, />',.... die Distanzen der Geraden von den Punkten 
A t />,.. bezeichnen. Es folgt dann aus dem vorigen Satze zu- 
gleich, dass alle auf diese Weise bestimmten Linien einen ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt p haben werden. 

Sind also mehrere beliebige Punkte A, B, C... und die Co€f- 
ficienten « t ß, 7,.... gegeben, so eiebt es immer einen gewissen 
Punkt 0- von der Beschaffenheit, dass, wenn man durch diesen 
Punkt eine beliebige Gerade zieht, die Summe der Producte, 

Selche man aus ihren Distanzen ron jenen Punkten A, ß, .... und 
en zugehörigen Constanten ß, y M „ bilden kann, immer gleich 
Null ist. 

Sind die Punkte A t ß, materielle Punkte, deren Massen 
durch die Constanten «• ß. 7 bezeichnet werden, so ist o» der 
Schwerpunkt dieses Systems von Punkten. 

Projicirt man ein System solcher Punkte A, ß, .... und den 
Schwerpunkt p durch parallele Gerade auf eine andere Gerade, 
und sind die Projectionen a, (j,....q 1 , so gilt für die Abstände 
der Punkte a, 6,.... von p, offenbar die Gleichung 

• 

« • cpi + P • + y . cp, +.... = 0, 

durch welche sich Q t als Schwerpunkt der Projectionen von jenen 
Punkten. A, /?,.... zu erkennen giebt, und zugleich ein Verfah ren, 
den Schwerpunkt eines Systems von Punkten A, /?,.... dadurch 
zu Gnden, aass man diese Punkte auf zwei Gerade projicirt und 
die Schwerpunkte der erhaltenen Projectionen bestimmt. Die bei- 
den so erhaltenen Punkte sind die Projectionen des gesuchten 
Schwerpunktes. 

*) Dir in obiger Gleichung enthaltene Behauptung möchte «ich wohl 
am rinfachnten au« folgender Gleichung abteilen lasten, deren Richtig- 
keit «ich von «elh«t versteht: 

*-(4pi +pi fl +^)4-y.(fpi+pi«-l T «<)-f — =0, 

oder 

* . oqx +ß • h\+r + -W« «• +r ac + + («+r*+r+.~.) . p,*=o. 

•e du*» für 

» ■ • 

«ich ron «ellmt ergiebt: 

fS y . MC \ .... - fa-f /H-y-f ....). <7 Pl . 
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Beweis des Ichmus sehen Satzes: 
m Wenn die Oeraden, die die zwei Win- 
kel eines Dreiecks halbiren und die ge- 
genüberliegenden Seiten schneiden, bis 
zu diesen Durchschnitten gleich sind 
und gleichartig liegen , so sind die bei- 
den halbirten Winkel sich gleich. 64 

Von 

Herrn Hofrath Dr. Clausen zu Dorpat 



Die Beweise dieses Satzes, der vor etwa 10 Jahren aufge- 
stellt wurde, sind so mannichfaltig und von so Vielen versucht, 
dass sie fast eine eigene kleine Literatur bilden, ähnlich denen 
des Pythagoräischen Lehrsatzes und der Theorie der Parallel- 
lioien. Noch neulich ist im letzten November -Heft des „Philo- 
sophical Magazine" von vielen Beweisen dieses Satzes die 
Rede, die vor Kurzem in Engrand als ganz neu aufgestellt wurden. 
Es ist daher nicht leicht möglich, alle Beweise desselben zu ken- 
nen, weshalb ich eine billige Entschuldigung hoffe, falls ich schon 
Bekanntes wiederholen sollte. 

Es seien die Winke! DAß und CBA (Taf. IV. Fig. 1.) durch die 
Geraden AC und BD halbirt, der Durchschnitt dieser beiden Gera- 
den sei G. Nach der Aussage des Satzes ist 

AG+GC=> BG + GD; 

also 

AG— GD= BG — GC. 

Hinfolglich ist immer gleichzeitig AG grosser als GD and BG 
grösser als GC; oder AG kleiner als GD und BG kleiner als GC. 
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Erster Fall. Wenn AG> GD. 

Sei GF=GD, GE=GC. Zieht man DF und CE, so ent- 
stehen zwei gleichschenklichte Dreiecke FGD und EGC, die glei- 
che Scheitelwinkel in G haben und also auch gleiche Winkel 
an der Grundlinie. Es ist also auch Winkel MD Winkel BEC. 

Gesetzt nun, die Winkel DAB nnd CBA wären nicht gleich, 
sondern Winkel CB I > Winkel DAB; also auch die Hälften, 
Winkel DBA> Winkel dB. In diesem Falle wäre ^4G> GB, 
und also, da AF = AG — GD = BG — GC = BE, wäre auch 
FG>GE. Mithin, da beide Dreiecke FG*Z> und £6'C ähnlich 
sind: FD*>CE. Es sei FH=zEC, dann ist in den Dreiecken 
BFA und C£Ä: AF = BE, FH=EC, Winkel AFD= Winkel 
iJEC, also beide Dreiecke gleich und Winkel BAF= Winkel 
CÄE. Demnach Winkel /)AF>Wmke\ CBE , und also auch 
W T inkel DAB > Winkel CBA, welches unserer Annahme wider- 
streitet. Es muss also Winkel DAB*= Winkel CfiJ sein. 



Zweiter Fall. Wenn AG~GD. 

Es sei also (Taf. I V. Ficr. 2.) Winkel DA C=r Wmkel CJÄ, Winkel 
CBD = Winkel Z)Bi4 und A€=BD. Die Winkel Z>£C und 
C/J/) sind immer spitz, weil jeder doppelt genommen kleiner als 
zwei Rechte ist. Ebenfalls da DG uient kleiner als AG und CG 
nicht kleiner als BG, so ist der Winkel GDA nfrht grosser als 
GAD und der W'inkel GCB nicht grosser als GBC, mithin beide 
spitze Winkel. Die Senkrechten GJ auf DA und GK auf BC 
fallen also, jene zw ischen A und Z), und diene zwischen B und C 
Es sei G// senkrecht auf AB, so ist, weil Winkel GBH = Win- 
kel GBK, GU=GK. Ebenso, weil Winkel Winkel«^/: 
G//=6V. Demnach GK=GJ. 

Ich gebrauche jetzt folgenden, sehr leicht zu beweisenden 
Htllfssatz: 

„Wenn in zwei rechtwinklichten Dreiecken eine 
Cathete des einen der entsprechenden Cathete des 
andern gleich ist, so ist von den diesen Catheten ge- 

Senflber liegenden Winkeln derjenige der kleinere» 
er an der grossem Hypotenuse liegt." 

Da in unserer Figur AG+ GC— BG -f GD lt so ist ebenfalls 
AG—BG= DG— CG. Es sei also, wenn möglich, AG > BG, 
so ist auch DG*> CG. Weil nun GJ=GiC, so ist vermöge des 
Hülfssatzes: 

Winkel GAD < Winkel GBC; 
„ GDA < „ GCB. 

Es ist aber auch 

Winkel DGA = Winkel CGB. 
Addirt man diese drei Bestimmungen, so erhält man die Summe 
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der drei Winkel des Dreieeks AGD kleiner als die Summe der 
drei Winkel des Dreiecks BGC, welches widersinnig ist. Es rauss 
also AG=BG sein, wie im ersten Falle. 

Wenn die äussern Winkel halbirt sind und die halbirenden 
Geraden sieh blos auf ihrer Verlängerung schneiden, sei (Taf.l V.Fiff.3.) 
Winkel CMiV= Winkel CAD, Winkel DBL=. Winkel DBCi 
und AC=BD. Es schneiden sich die verlängerten AQ und BD 
in G. Fällt man von G auf AD, BC und AB die senkrechten 
Geraden GJ, GK, GH, so ist. da Winkel DBL- Winkel GBH 
= Winkel DBC- Winkel GBK: G/I=GK. Eben so, weil Wmi. 
kel CAM = Winkel UAG = Winkel CAD= Winkel GAJ: GH 
= GJ. Also auch GJ — GK. Es sei nun, wenn möglich, AG^BG, 
also auch, da CA — BD, GC>GD. Hinfolglich in den rechtwink- 
lichten Dreiecken CGK und DGJ, da GK=GJ, vermöge des 
Hülfssatzes: Winkel GCK < Winkel GDJ. Eben so ist in den 
recht «in k lieh ten Dreiecken GAJ und GBK Winkel GAJ = Wio- 
kel CAD < Winkel GBK oder Winkel DBC. Da nun in den 
Dreiecken ANC und BND die Winkel au A r sich gleich sind, 
so würde die Summe der drei Winkel des Dreiecks ÄNC kleiner 
als die Summe der drei Winkel des Dreiecks BND sein, welches 
widersinnig ist. Es muss also AG=.BG sein, also auch Winkel 
dÄ= Winkel GBA oder Winkel CAM- Winkel CAD = 
Winkel DBL=i Winkel CBD, mithin Winkel CBL = Winkel ZMAT. 

Für diese drei Fälle, welches die einzigen sind, in denen die 
gleichen halbirenden Geraden gleichartig liegen, ist also die Rich- 
tigkeit des Satzes erwiesen. 



JVeues Theorem über den Grenzüber- 
gang in unendlichen Reihen. 

Von 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer an der Realschule zu StraUund. 



Zu den drei in diesem Theile des Archivs S. 43 von mir ent- 
wickelten Theoremen, betreffend die Grenzübergänge in unend- 
lichen convergenten Reihen, föge ich noch ein viertes von ziem- 
lich ausgedehnter Anwendung. 
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„Es seien a?,(;r), q^(x) f <p*{x) t etc. Funktionen von x, 
die sich bestimmten endlichen Grenzen Lim <p l (ar) T Lim (p. 2 (jr), 
Limr; 3 (,/j etc. nahem, wenn x gegen die Grenze l geht 
und von einem gewissen Werth des x an immer posi- 
tiv ausfallen, jede dieser Punktionen sei ferner klei- 
ner als die vorn ergehende, und y „ (x ) werde unendlich 
klein, indem n unendlich gross wird, so dass also die 
Reihe 

(1) 03, (x) — <f % {x) + <p z {x) — etc. 

für alle x injler Nähe von | convergent ist. Wenn nun 

(2) Lim g>, (x) — Lim tp^x) -f- Lim <p 3 (ar) —etc. 

ebenfalls eine convergente Reihe ist, so wird ihre 
Summe =zL\mf{x) sein, indem f\x) die Summe der Reibe 
(1) ist." 

Um dies zu erweisen, bezeichnen wir allgemein 

9>i (*) — 9>a(*) + .... ± qPm (a:) mit , 
Lim^Oz) —Lim ^(x) + .... + Lim q>m(x) mit (fo. 

Für beliebige Werthe vou n und x ist dann .\':n \/(.r) s^fi- 
Da 0* sich der Grenze L = lAm<p l (x) — Lim p.>U) -f in in f. nähert, 
wenn m ins Unendliche wächst, so kann man, indem e eine be- 
liebig kleine positive, aber constante Grösse bedeutet, n so gross 
nehmen, dass gleichzeitig 0*2« >L — Je und C: vx \ x < L \ ',1 ist 
Da ferner s m — o m bei constant bleibendem m mit \ — x unendlich 
klein gemacht werden kann, so kann man i — .r hinreichend klein 
nehmen, damit gleichzeitig s-i n > 02n — i« und f 2 n+i <0 s *+i + « c 
werde. Hieraus folgt p n >L — £ und g v ^ l <Z,-f «, also ist nach 
dem Obigen auch 

Z — «</ta:)<L+e oder _ e Z, < + «. 

Dies Resultat zeigt an, dnns f{x) — L beliebig klein gemacht 
werden kann, »venu man nur £—x hinreichend klein macht; folg- 
lich Ut L^Umfix). 

Ein ähnliches Theorem ist das folgende: 

„Es sei f[x, «) es g>i(x) — cpo(x) + <pz(x) — .... <p*(x) eine 
endliche Reihe, deren Glieder Funktionen von x sind, 
es sei aber die Anzahl der Glieder (n) eine Funktion 
von x, so dass n immerwährend wächst und unendlich 
gross wird, indem x sich dem Werthe § nähert; wie viel 
Glieder die Reihe nun auch haben mag, wir nehmen an, 
dass sie abwechselnde Vorzeichen haben, absolut im- 
mer kleiner und unendlich klein werden. Wenn unter 
diesen Voraussetzungen 

* % 

Lim 9i (x) — Lim y % {x) -f Lim <p%{x) — etc. 
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ei»« unendliche convergente Reibe ist, rfe wird ihre 
Summe = Lim f{x,n) sein/« 

Dies zu erweisen, bezeichnen wir, wie oben, allgemein f{x t m) 
mit s m nnd Llrn^^r)-*- Limqp 2 (.r) -\-t.u ± L'nkpm(x) mit Be- 
deutet nun //i eine ganze Zahl . so dass 2m -f 1 < /< ist, so hat 
man * 2 „, < f« < Ist die Summe der unendlichen Reihe 

Lim<p,(:r) — Limip^x) -f etc. = I», 1 eine positive beliebig kleine 
Grosse, so kann man w gross gesug nehmen, dass gleichzeitig 
o a m>i— .Jf und u,,„ h \ /- I if werde; ferner kann man bei 
constant bleibendem m die Grosse | — x klein genug nehmen, dass 
gleichzeitig * 2>M > ff»« — Je und * 2m +i < Otmf t + Je werde. Hienach 
ist #»m>i— f und <L + i; wenn nun n grüsser als 2m+I 

gedacht wird, so folgt nach dem Obigen 

+ * oder —£<*-£ <+f, 

folglich 

\ L*=Lim* B = Lira{<>» 1 (^)-9> t (ar)-f....i9) ll (^)}. 

Eine specielle Anwendung von diesem Theoreme kommt in 
der Abhandlung von Dirichlet vor, betitelt: „Sur la conver- 
gence des series trtgonometriques qui servent a re- 

5 rezenter une fonction arbitraire entre des limites 
onn^es." (Crelle's Journal Band IV. p. 157.; Bedeutet 

nämlich h eine positive Zahl nicht grosser als ^, f\ß) eine von 

0=0 bis ß = h stetige, positiv bleibende und fortwährend abneh- 
mende Funktion ton ß , so kommt es in dieser Abhandlung dar- 
auf an, die Grenze des bestimmten Integrals 

zu* bestimmen, indem die positive Grosse i ins Unendliche wächst 
Zu dem Ende theift Dirichlet das Integral wie folgt: 

1 

• * 

• * t * ' I • • 

wo *•? das grösste in k enthaltene Vielfache von ? ist. 

Die Integrale rechter Hand sind abwechselnd positiv und ne* 
gativ, jedes derselben ist absolut kleiner als das vorhergehende. 
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Wird i grösser, so ändern sie immerwährend ihre Werthe, wäh- 
rend ihre Anzahl in's Unendliche wachst 

Die Grenze des Integrals f^^jjflWß ß^et sich 

(>-i>7 

Nach unserra Theorem ist (olglich 

=m (f *¥* + f"*-? 9 > + f'*¥ s > + * inr ) 

i . *' * • •■ l 



Abel hat in seinen Untersuchungen über die Binomialreibe 
(Crelle's Journal Band I. p. 311 ff ) einige Satze Aber die Ste- 
tigkeit und Convergenz der unendlichen Potenzreihen aufgestellt, 
die wir in dem Umfange, der ihnen dort gegeben wird, gegen- 
wärtig noch nicht für begründet halten können. Abel sagt erstens 
(Lehrsatz IV ): „Wenn'die unendliche Reihe a 0 a t x-\- u^x* -{ etc. 
für einen gewissen Werth von x (6) convergent ist, so wird sie 
auch für jeden (absolut) kleineren Werth von x convergiren." 
Zweitens: „Innerhalb der Grenzen der Convergenz ist die Heibe 
überall eine stetige Funktion von x." — Die gegebenen Beweise 
sind entschieden unrichtig, wie der Leser leicht finden wird; aus 
dem Beweise für den ersten Satz geht u. A. blos hervor, dass 
die Reihe nicht unendlich gross ist, wobei sie aber oscilliren bann. 

Nach meinen bisherigen Untersuchungen über diesen Gegen- 
stand in diesem Bande Oes Archivs a. a. O. ist nur festgestellt, 
dass die unendliche Potenzenreihe (o 0 + o*x -f a^x 1 -f ....) in dem 
Intervall der Convergenz überall eine stetige Funktion von x ist, 
wenn die Convergenz noch 'statt findet, nachdem alle 
Glieder auf ihre numerischen Werthe reducirt sind. 
Nach dem ersten Theorem kann man diese letztere Bedingung 
fallen lassen, wenn die Glieder abwechselnde Zeichen haben, fort- 
während kleiner und unendlich klein werden. 

Die erwähnte Bedingung wird indessen in der Regel erfallt 

sein. Sind nämlich A 0 , Ay. .f 2 die absoluten Werthe der Coef- 

ficienten, so können drei Falle unterschieden werden, nämlich 
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1) Das Verhältnis* ^ bleibt bei unendlich werdendem n 

kleiner als eine bestimmte endliche Grösse L f wobei es sich einer 
Grenze nicht zu nahern braucht), alsdann convergirt die Reihe 

der absoluten Werthe sicher zwischen x=—-£ und*=+j> und 
unser Theorem findet Anwendung. 

2) Das Verhfiltniss wird unendlich gross; alsdann convergirt 
die Reihe fär keinen Werth von x und von Stetigkeit kann dem- 
nach auch nicht die Rede sein. Dahin gebort z. B. die Reihe 
« + 1.2a*+l.2.&r' + 1.3.3.4**+ «le 

3) Es findet weder der erste Fall statt, noch der zweite. Unter 
dieser Voraussetzung können wir gegenwärtig weder Ober die Con- 
vergenz noch Vi her die Stetigkeit etwas Allgemeines feststellen. 
Reihen dieser Art kommen in der Analysis freilich selten vor. 
Eine solche Reihe wäre x -f \ ar*-f 2x* -\-\x* +&r a -f- tx*+ etc., welche 
offenbar convergent ist von ;r= — 1 bis :r + l. 

Es wird häufig behauptet, dass zwei unendliche Reihen 
Op + fli x + a % x* + ...., 6 0 + 6 1 jr-f-6 1 x*-f .... identisch sein müssen, 
also o 0 = 6 0 , a t = bi, o 2 =6 a etc., wenn sie in einem Intervall 
von x—0 bis .T=t convergent bleiben und für dieselben Werthe' 
von x immer gleiche Werthe haben. Dies müsste darauf beruhen, 
dass die Summe der unendlichen convergenten Reihe ytX -f- y^x* 
+JW?*+...- mit x zugleich gegen Null convergirt Aber dies muss 
noch zweifelhaft bleiben in" den Fällen (ob solche Fälle möglich, 
ist freilich auch noch fraglich), wo die Keihe nicht mehr conver- 
gent bleibt, wenn mau alle Glieder auf die numerischen Werthe 
reducirt 



»■ »i 
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I/osung einer Aufgrabe aus der Zahlen- 
theorie auf geometrischem Wege. 

»• ► •». , ■ 

^ • • Von 

. Herrn Dr. H. Burhenne, 

Lehrer der Matheraatflr an der höheren Gewerbeechttfe in Ca««ef. 

* • 

■ «Ii ' •• • . * . 

Auf drei sich rechtwinklig schneidenden Axen werden vom 

f gemeinschaftlichen DurchschnittspunJtte aus die den ganzen Zäh- 
en x 3 y, z entsprechenden Längen abgetragen, und zwar kann 
dies in jedem der durch die sechs Axen - Abschnitte bestimmten 
acht RaumoctanteO geschehen. Drei solche Axenabschnitte in ir- 
gend einem Octanten bestimmen die Dimensionen eines recht- 
winkligen Paraüefepipedes , dessen Eckdurchmesser mit R bezeich- 
net werde, so dass 

. r = \r x *+ y *+i* 

ist. Denkt man sich x, y, z als Grossen von Kräften in den 
Richtungen der drei Axen, so stellt R die Resultirende vor. Der 
Strahl R bildet mit den Axen Winkel, deren Cosinus in demsel- 
ben Verhältnisse wie die Grössen x, y, z stehen. Indem x, y, z 
sich ändern, resultiren vom Durchschnittspunkte der Axen als 
Anfangspunkte aus unzählig viele Strahlen , deren Längen R t hei ls 
rational, theils irrational sind und welche untereinander theils io 
rationalem, theils in irrationalem Verhältnisse stehen. Es sollen 
nun allgemein zwei Strahlen, deren Verhältniss ein rationales ist, 
untersucht werden. Wir betrachten irgend einen Strahl R\ für 
welchen die Grössen x, y, z die bestimmten Wertbe a, 6, c haben, 
so dass 

R' = Va* + 6*+c» 
ist, nnd suchen dazu alle möglichen Resultirenden 

unter der Bedingung, dass R und R' in einem rationalen Ver- 
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lialtnis.se zu einander stehen, da« heisat, wir verlangen die Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung 

a* + y* + 2» = (a* + b* + c^o* 

i. 

in ganzen Zahlen, wo a, b, c constante und x,y,x,v veränderlich« 
ganze Zahlen bedeuten. 

Um diese Aufgabe auf geometrischem Wege zu losen, haben 
wir nur die einfachsten Eigenschaften eines solchen Strahlern er 
eines ins Auge zu fassen. 

Jeden der unzähligen Strahlen, für welchen das Verhältnis 
der x, y, x ein rationales, also in ganzen Zahlen ausdrückbares 
ist, wollen wir kurz einen gesetzlichen Strahl nennen. Zwei Strah- 
len, welche in derselben geraden Linie auf entgegengesetzten 
Seiten des Mittelpunktes liegen, haben gleiche Länge. Sind zwei 
Strahlen gesetzliche , so ist auch der su beiden senkrechte Strahl 
ein gesetzlicher. Zerlegt man einen gesetzlichen Strahl (wie beim 
Parallelogramme oder Parallelepipede der Kräfte) in irgend andere 
gesetzliche Strahlen, so werden von diesen rationale (ganze oder 
gebrochene) Vielfache ihrer Länge abgeschnitten. Nimmt man 
von gesetzlichen Strahlen rationale Vielfache ihrer Länge, so ist 
der resultirende Strahl ein gesetzlicher und seine Länge ist ein 
Vielfaches derjenigen Länge, womit er aus den Grundaxen resul- 
tirt. Nun ergiebt sich leicht Folgendes: 

Sind irgend zwei Strahlen R und R' gesetzliche von gleicher 
Grundlänge, so ist auch der ihren Winkel halbirende Strahl R" 
ein gesetzlicher. 

Wird der Winkel zweier Strahlen R und R' vom Strahle R" 
halbirt und es sind R und R" gesetzliche Strahlen, so ist auch 
R' ein gesetzlicher Strahl, welcher mit R in einem rationalen 
Verhältnisse steht. Nämlich da R und R' symmetrisch liegen 
in Beziehung auf R ", so zerlegt sich R io den Strahl R" und 
den dazu senkrechten Strahl r, der auch ein gesetzlicher ist, auf 
gleiche Weise, wie eine gleiche Länge von R' «ich zerlegt in R" 
und den Gegenstrahl von r, der auch ein gesetzlicher ist. 

Um also zu einem gegebenen Strahle R' sämmtliche Strahlen 
R zu finden, welche zu R' io rationalem Verhältnisse stehen, 
braucht man nur irgend einen gesetzlichen Strahl R" zu nehmen 
und R so zu legen, dass R" den Winkel von R und R? 
halbirt. 

Die Projectionen des Strahles R' auf die Axen seien a, 6, e, 
die de« Strahles R" seien rn, n, », wo m, ti, ^ beliebige ganze 
Zahlen vorstellen und die Projectionen des Strahles R seien x, 
y, z. Wenn nun R" den Winkel der beiden anderen Strahlen 
halbirt, so erhält man für das Verhältniss der x % y, % au« den 
Formeln der sphärischen Trigonometrie: 

x = 2m (am 4 bn -f- cp) — a (m* +»*+/>*), 
jr = 2n (am + bn + cp)— h(m*+ n«+ />»), 
z =2p(am + tm+vp)-~ c(*i» +»»+#»*)• 
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Diese Werthe lösen die obige Gleichung 

x* + y* + * a = (a* + 6* + c*)t>* 

in ganzen Zahlen auf, wobei es natürlich nur auf das Verhältnis« 
der x, y, z (abgesehen vom Vorzeichen) ankommt. 

Man erhält: 

, » i • • •• . i 

» • ■ 

Da in demselben Raumoctanten Strahlen von jeder Länge 
auftreten, so braucht man für m, n, p keine negativen, .sonder« 
nur alle möglichen positiven ganzen Zahlen zu setzen. 

Die vorstehende Betrachtung künnte auch auf eine verallge- 
meinerte Weise dargestellt werden, aber ich wollte hier nur auf 
die Idee hindeuten, wie die geometrischen Eigenschaften eines 
solchen Strahlenvereines zur Auffindung numerischer Gesetze be- 
nutzt werden können. 

.• . • . ... • • • 

i ,#.<». i • 




ITebungsaufgaben für Schiller. 

Von 

Herrn Professor Dr. Oskar Schlomilch, 

an der polytechnischen Schule su Dresden. 



In der zweiten Auflage von Herrn Professor Kunze s schätz« 
barem Lehr buche der Geometrie findet sich S. 231 nachste- 
hende historische Notiz: 

•■ . • » 

i, Albert Gerhard stellt in seinen Zusätzen zu Ste- 
vin's Werken (Les Oeuvres Mathematiques de Ni- 
mon Stevin etc. par Albert Girard. A Leyde l&M, 
fol. pag. 169) folgende Reihe von Zahlen auf, in welcher 
jedes Glied, vom dritten an, durch Addition der beiden 
vorhergehenden (Glieder) gebildet wird: 
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0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,.... 



und behauptet von ihr, dass je drei aufeinander folgende 
Zahlen näherungsweis die VerhUltnissglieder einer nach 
stetiger Proportion get heilten Linie darstellen. Wenn z. B. 
die ganze Linie K9 ist, so ist näherungsweis 55 der grös- 
sere und 34 der kleinere Abschnitt, Indem beinahe die Pro- 
portion gilt 80:55 = 55:34 u. s. w." 1 

Bezeichnen wir die obigen Zahlen der Reihe nach mit T„ 
T t , T % , etc., so ist einerseits 

* 

(1) r o =0, 7\=I, Tn^Tu+x+Tu; 
andererseits für unendlich wachsende n: 

(2) Lim™^ = i(V5-t) oder Lim-^ = J(V5+1). 

Für den Beweis der letzteren Eigenschaft beruft sich Herr 
Professor Kunze auf die Verwandlung von J(V5 — 1) in einen 
Kettenbruch , doch ist dies ein unnothiger Umweg, denn die Glei- 
chung (2) folgt unmittelbar aus der Beziehung T m +-^= T m + X + T u . 
Einiges Interesse dürfte vielleicht die indepetidente Form der obi- 
gen Zahlen besitzen; ich theile sie hiermit, weil sie in dem obi- 
gen Werke nicht angegeben ist und weil ihre Herleitung in so- 
fern eine passende Schüleraufgabe bildet, als es dazu nur der 
Kenntniss des binomischen Satzes für ganze positive Exponenten 

and der unendlichen Reihe für j-^^ bedarf. 

Bezeichnen wir die Binoraialcoefficienten 1, m, \m(m — \), u. 
s. w. mit (m) 0 , (m\ , (m) Ä etc. , so ist 

(3) 7Vf i = (n) 0 + (n-1), + (n-2)* + (it-3), -f .... 
oder auch 

. / j\ _ (l+V5)»-(l-y5 )» 
W 7 "= 2^V5 * 

Etwas allgemeiner wird die Sache, wenn man die Zahlenreihe 

Uo» üi* U%> etc « nacn dcm Gesetze 

(5) C7 0 =0, Usl, Untt^aUn+i+ßün 

bildet; es ist dann für positive a und ß: 

(6) C7 >l+l =(n) 0 ö- + (ii-l) 1 «-«iJ+(n-2) a a»-«iJ» )' . 
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Bildet man endlich die Zahlenreihe V 0 , F t , F...... auf die 

Weise, dass V 0 und V x ganz beliebig bleiben und die übrigen 
Glieder nach det Formel oF. +l + ßF m bestimmt werden, 

so gilf die Gleichung: 

(8) F.= F 0 f7 Ml + {V k -mVJU U9 

worin 17 die vorige Bedeutung hat. Man kann dafür auch schreiben: 

(9) F„= V 0 Pu+ V l Qn, 
und darin ist 



00) 



{ 



wie aus dem Obigen unmittelbar folgt; ebenso leicht findet 
Formen für P % und Q n . 



> 



.tj . I — *; . 
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Miscellen. 



Schreiben des Herrn Director Nagel an der Realschule 
zu Ulm an den Herausgeber. 



Der bekannte Lehrsatz: Wenn die Halbirvngslinien 
jier Winkel eines Dreiecks einander gleich sind, so 
ist da» Dreieck gleichschenklig, bat seiner Zeit viele Fe- 
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dem in Bewegung gesetzt, obue dass, m viel mir bekannt ist, 
ein Beweis gefunden worden wäre, welcher den Nauen ein es 
wahrhaft elementaren vom Standpunkte der reinen Geometrie ans 

verdiente. Ich glaube, daas es mir gelungen ist, einen solchen 
zu finden, und bitte Sie, denselben in Ihre geschätzte Zeitschrift 
aufzunehmen, wenn Sie ihn für werth halten, die Aufmerksam- 
keit Anderer auf sich zu ziehen. 

leb gehe von zwei bekannten Eigenschaften der Balbtrungs- 
linie eine« Winkels aus, welche in Beziehung auf die nebensteh- 
ende Figur sich wie folgt ausdrücken lassen: 

Wenn (Taf . IV. Fig. 4.) im A ABC ein Winkel ABC durch 
BD halbirt, die Halbirungslinie verlängert wird, bis 
sie den um A ABC beschriebenen Kreis in £ trifft und 
CE gezogen wird, so ist 

1) BD.BE=AB.BC, 2) BE.DE=CE*. 

Das erste ergibt sich bekanntlich einfach aus der Aehnlich* 
keit der Dreiecke BCE und ABD, das zweite ebenso aus der 
Aehnlichkcit von & CÜE und A BCE. 

Beides vorausgesetzt ergeben sich folgende »wei einfache 
Lehrsätze: 

. Lehrsatz I. 

" ...» I • » r 1 • « i ' i • . i 

Wenn (Taf. IV. Fig. 9.) die Halbirungslinien BD, CF 
der beiden Winkel ABC, ACB eines Dreiecks ABC ein- 
ander gleich sind, so «find auch ihre Verlängerungen 
DE, FG bis an die Peripherie des um A ABC beschrie- 
benen Kreises einander gleich. 



Beweis. 

Wäre DE nicht =FG, so wäre DE ^ FG. Im ersten Falle 

wäre auch BE>CG, weil BD=CF ist, also wäre BE.BD> 
CG. CF und BE . DE > CG . FG. Daher wäre auch AB.BC> 
AC.BC (s. oben Satz l.) und CE*> BG* (s. oben Satz2j- Weifen 
des ersten wäre AB*>AC, wegen des zweiten aber CE^BG, 
also auch ^ CBE < £ BCG *) , folglich auch 2 CBE> 
2 Z BCG, d. h. Z ABC> Z ACB, und daher A C S AB ; folglich, 
da nicht beides zugleich stattfinden kann, kann auch DE nicht 
>FG sein. Ebenso wird bewiesen, dass DE nicht <FG sein 
kann, weil sonst wieder zugleich AB<^AC und AC<,AB 
müsste. Folglich muss DE=FG «ein. 



* 

Lehrsatz II. 

i ' 

Wenn die Halbirungslinien 2?Z), CFder beiden. Win 



*) Weif nämlich CBE als Periphericwinkd auf einen groi 
gen «tobt aU der Pwipheriewinkel £C£. G. 
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kel ABC, ACH eines Dreiecks ABC einander gleich 
sind, so sind diese Winkel selbst einander gleich oder 
A ABC ist gleichschenklig. 



i! »• 



I 
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Beweis.' 



Da BD=CF ist, so ist (nach dem vorigen Lehrsatze) auch 
DE~FG. also auch BE=CG, folglich BE.DE=CG.FG, 
d. h. CE*-BG*, also ist auch CEzzBG, und daher Z CBE 
= ZBCG, also auch 2 ^ C/?£ = 2 Z 2* CG, d. h. JÄC 
= ^ ACB oder £ gleichschenklig. 



Ii • »i • . » . *\ • 



Einige kleine Notizen von Herrn Hofrath Dr. CI« 

, zu DorpaU 



41 



Im löten Bande des Archivs p. 476 fehlt die Determinante 
0=397. Es ist 

(3447)»-397(173)* = — 4. 

Doctnr Arndt hat die Gaussi sehen Zahlen Disquis. aritbnu. 
p 400. vermutlich nicht nachgerechnet, wo diese Determinante 
sich fehlerhaft eingeschlicheu hat. 

10 17 — 1 

Ich habe durch eine eigene Methode die Zahl Q in ihre 

• . . / v 

Factoren 

2071723 und 5363222357 
zerlegt (S. Archiv Bd. 16. p. 56.) 



« . 



Vom Heraasgeber. 

•i *. * . . • 

Es ist im sphärischen Dreieck 



sin (6— c) 1 , sin (c—a) 1 sin(a— 6) 1 ' 
- C0S Z A +~siny~ C08 2^ + -^^ C08 2 ^ 



sin(6— c) sinjgin(f—o) , sin(c— a) simsind— b) 
silia • sinftsinc + sin* * sinesina 



• 1 1 • « 



* • • 



s'm(o — 6) sin<sin(r--c) 
siac 
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«. 

BUMi 

si^sln^^^^ 

+ sin(a— 6)siu(i-c)| 

sfau \ [oogo«jo(6— c)+co«66in(c— <i)+cosc«iD(a— 6)]sini 
sinasin6sinc i — [sinosin(6 — c)+ sin6sin(c — a)-f-sincsin(<j — 6)]cosx 

Aber, nie man sogleich durch Entwickclung der Sinus der Win- 
kelbinomien findet: 

■ 

cosasin(&-^c) -fcos6sin(c— n) + cosrsinfa— b) = 0, 
sin«sin(fi — c) + sin&sin(c — a) + sincsin(a — b) = 0 . 



sin(6 — c) 1 sm(c-— o) 1 sin(a — 6) l ~_ 

.- i COS 0-4*+ r~T COS 5 Zr4- : J COS « 6^ = 0. 

sina 2 1 sin 6 2 1 smc 2 

• 

Aus dieser Gleichung zwischen allen sechs Stücken des sphä- 
rischen Dreieckes müssen eich die (?auss'schen Gleichungen ab- 
leiten lassen. Wie ist dies möglich? G. 



Vom Herausgeber. 

Ich hatte neulich eine zufällige Veranlassung, mich mit dem 
Beneise des folgenden geometrischen Satzes zu beschäftigen: 

Wenn man von einem Punkte ausserhalb eines 
gleichseitigen Dreiecks gerade Linien nach den Ecken 
des Dreiecks zieht, so ist die Summe der Quadrate die- 
ser drei Linien dreimal so gross als die Summe der 
Quadrate der beiden Entfernungen des Durchschnitts- 
punkts der drei Hö henper pendikel des Dreiecks von 
einer seiner Ecken und von dem ausserhalb des Drei- 
ecks angenommenen Punkte. 

Unter den verschiedenen Beneisarten, welche ich bald fand, 
scheint mir namentlich eine für Anfänger lehrreich zu sein; auch 
kann man bei dem Beweise zweckmässig neben rein geometri- 
schen Betrachtungen trigonometrische und arithmetische Be- 
trachtungen in Anwendung bringen; und weil ich nun Sätze, die 
solche sehr verschiedenartige Betrachtungsweisen zulassen, für 
besonders instruetiv für Anfänger und zu deren Uebung vorzugs- 
weise geeignet halte, so will ich, so unbedeutend die Sache an 
sich ist, hier mittheilen, was ich über den mir früher ganz unbe- 
kannten Satz fand. 

Theil \\. 31 
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Das gegebene gleichseitige Dreieck sei ABC (Taf.IV.Fig.6.); 
der Durchschnittspunkt seiner drei Höhenperpendikel sei O, wo 
also bekanntlich AO — BO—CO ist; der gegebene Punkt aus- 
serhalb des Dreiecks sei G. 

Sehr leicht und wohl zuerst wird Jeder auf den folgenden 
Beweis verfallen. 

Von dem Punkte G falle man auf die drei Huhenperpendi- 
kel des gegebenen gleichseitigen Dreiecks ABC die Perpendikel 
GH, GJ t GK\ so ist nach einem allgemein bekannten geometri- 
schen Satze: 

« 

6^* = JO*+ GCP-VAOxHO*), 
GB*=BO* -f GO* + 2BOXJO, 
GC*= CO* + GO* - WOxKO. 

Addirt man nun diese drei Gleichungen zusammen, so erhält 
man, weil, wie schon bemerkt, AO=BO=CO\st, die Gleichung: 

GA* + GB* + GC* 
= Z(AO* + GO») + 2^0x(JO — HO-KÖ), 

und der zu beweisende Satz wurde also bewiesen sein, wenn man 
zeigen konnte, dass 

JO-HO-KO=0 oder JO=HO+KO 

ist. 

Einem mit den ersten Elementen der ebenen Trigonometrie 
bekannten Anfanger wird nun wahrscheinlich die sich sogleich dar- 
bietende Bemerkung nicht entgehen, dass die Linien HO, JO, 
KO die Cosinus der Winkel GOH t GOJ, GOK für den Halb- 
messer GO sind, so dass also, wenn wir die in Rede stehenden 
drei Winkel der Reihe nach durch y, x, z bezeichnen, der Be- 
weis darauf ankommt, zu zeigen, dass 

cos* = cos« + cos x 



*) Der Anfänger würde wahrscheinlich zuerst geneigt »ein, die ihn 
geläufigere Gleichung 

GO* — AO* -f GA* +2A0XAH 

ansuwenden ; an« dieser Gleichung folgt aber 

GA*—GO* - AO* — 2A0X.AH 

— GO* — AO* — 2AOX(flO— AO) 
= GO* — AO* + 2A0* — 2A0XB0 
= AO* + GO* — lAffXHO. 

Dergleichen Bemerkungen wie vorstehende sollte der geometrische 
Elementarunterricht immer sorgfältig berücksichtigen. 
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ist Nun bettagen aber die beiden Winkel AOE und CüE be- 
kanntlich 00 ° und es ist also 

y=60°— x, z=60°+x; 

so dass der Beweis sich jetzt darauf reducirt, zu zeigen, dass 
die Gleichung 

cosar=cos(60°— x) + cos (60° -f x) 

allgemein richtig ist Weil nun aber 

cos (60° — 3~) — cos 60° . cos x -f sin 60° . sin x, 
cos(60°+ x) =cos60°.cosar - sin60°.smx 

ist, so reducirt sich die obige Gleichung auf 

cos x == 2 cos 60°. cos x. 

Bekanntlich ist aber 

cos 60» = sin (90o - 60°) = sin aoo = ? , 

also 

cos x~ 2 . 2 • cos X= COS X- 

Da dies eine identische Gleichung ist, so ist wirklich allgemein 

cos 0?=: cos (60°— x) + cos (60°+ x) 
und folglich auch 

JO = HO+KO oder JO-HO-KO=zO, 
also nach dem Obigen 

GB* + GC*=3CAO t + GO*), 

folglich die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes dargethan. 

Vielleicht wird der mit dem obigen Satze sich beschäftigende 
Anfänger sich nun sagen, dass bei einem solchen rein geometri- 
schen Satze wie dem in Rede stehenden die Anwendung trigono- 
metrischer Formeln einer guten geometrischen Methode nicht ganz 
gemäss ist; er wird also versuchen, dieser trigonometrischen Rech- 
nung eine geometrische Form zu geben. Sieht er nun, wie das 
Jeder, wer einen solchen Versuch wagt , sogleich tbun wird, 
seine Figur an, so wird ihm gewiss bald einfallen, dass, weil die 
Winkel GUO t GJO, GKO rechte Winkel sind, die drei Punkte 
//, J, K in dem Kreise liegen müssen, den er sich über GO 
als Durchmesser beschrieben denken kann. Die Linien OH, OJ, 
OK sind dann drei Ton dem in diesem Kreise liegenden Punkte 
O ausgehende Sehnen dieses Kreises ; die beiden äussersten Seh* 

31* 
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neu OH und OK sh Ii essen einen Winkel von 120° ein, und die- 
ser Winkel wird von der mittleren Sehne CJ halbirt. Halt nun 
der Anfanger diese Bemerkung, die bei einigem Geschick ihm 
schwerlich entgehen wird, mit dem Obigen zusammen, so wird 
er leicht darauf kommen , dass es sich um den Beweis eines geo- 
metrischen Satzes handelt, welcher also lautet: 
• 

Wenn von einem beliebigen Punkte O (Taf. IV. Fi- 
gur 7.) in der Peripherie eines Kreises zwei belie- 

bige, einen Winkel von 120° (=;jR.) elnschliessen de 

Sehnen OH und OK ausgezogen werden und dieser 
Winkel durch eine dritte Sehne OJ halbirt wird, so 
ist diese dritte Sehne immer der Summe der beiden 
anderen Sehnen gleich. 

Der Beweis dieses Satzes kann nicht schwer fallen. Denn 
zieht der Anfanger HJ, ./A , Ä//, so bemerkt er auf der Stelle, 
dass, in Folge des Satzes von den Peripheriewinkeln, die Win- 
kel JHK und JKH rcspective den Winkeln JOK und JOH gleich, 
also wie die letzteren selbst einander gleich sind, so dass jeder 
der beiden Winkel JHK und JKH zwei Drittbeile eines rechten 
Winkels oder 60° betrSgt, folglich das Dreieck HJK bekanntlich 
gleichseitig, also HJ—HK ist. Wird nun OK auf OJ abgetra- 
gen, nämlich JL= OK gemacht, so sind, weil die Winkel HJh 
und HKO einander gleich sind, in den Dreiecken HJh und HKO 
offenbar zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich , diese 
Dreiecke folglich einander coneruent. Also ist LH = OH. Daher 
ist das Dreieck OHL gleichschenklig, und folglich, weil Z.HOL 

= |Rist, gleichseitig, also OL=OH. Daher ist OJ=OL 
+LJ=OH+OK, wie bewiesen werden sollte. 

Auf eine andere Art kann aber unser Satz anf folgende Art be- 
wiesen werden, und dies ist eigentlich der Beweis, auf den ich 
hier aufmerksam machen wollte, da er mir für Anfänger beson- 
ders lehrreich scheint. 

Man ziehe in Taf. IV. Fig. 8. die Linien DE, EF, FD, wo- 
durch das gleichseitige Dreieck DEF entsteht; ausserdem ziehe 
man die Linien OD, GE, GF; so ist in den Dreiecken BGC, 
CGA, AGB, deren Seiten HC, CA, AB in D, E, F halbirt 
sind, nach einem bekannten Satze: 

I 

GB*+GC*=<2(GD*+ BD*), 
GC* + GA*^(GE* + CE*), 
GA* + GB*=1(GF* + AF*) ; 

also, wenn man addirt und nach der Addition zugleich durch 2 
dividirt: 

♦ 

GA* + 6£* + GC*= GD* + G£«+ GF*+ BD* + CE* + AF*, 
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oder, wie sogleich erhellet: 

GA*+GB*+ GC*=G0*+GE*+GF*+1(AB*+BC*+ CA»). 
Setzen wir aber ' ' : . 

S =GA*+GB*+GC*. S =AB*+BC*+CA*; 
S^GIP+GEt+GF*, Z^DEi + EFt + FIP 

und brauche!» ähnliche Bezeichnungen für die gleichseitigen Di v » 
ecke, die sich aus dem Dreiecke 1)EF u. s. w. eben so construi- 
ren lassen , wie das Dreieck DEF aus dem Dreiecke ABC coo- 
struirt worden ist ; so erhalten wir überhaupt eine Reihe von Glei- 
chungen von der folgenden Form: 

S = ^ + \2, 

S, = S 8 + i**. 
u. s. w. 

Addirt man diese Gleichungen zusammen und hebt auf, 
sich aufleben läset, so erhält man die Gleichung: 

s=s» + 2(2:+^ + 2:,+.... + 

Nun erhellet aber sehr leicht, dass 

• • I " I 

U. 8. W. 

folglich 

= (i+i + (!) > + a) , + .... + a)--'u 

ist Daher ist nach dem Obigen 

Nach der Lehre von den geometrischen Progressionen ist 



1+1+«)»+«)»+ +«)"- , =t^=1I1-«)«|, 
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teJb+Hl-QMJL 

Lässt man jetzt n in s Unendliche wachsen, so nähert offen- 
bar S n sich der Gränze 

GO* + GO* + GO»=3. GO*, 

weil die gleichseitigen Dreiecke wie DEF u. s. w. sich immer 
genauer und genauer auf einen blossen Punkt zusammenziehen ; 
und (})" nähert sich der Gränze Null. Geht man also in der 
Gleichung 

fiir ins Unendlich wachsende » zu den Grfinzen über, so erhält 
offenbar die Gleichung: 



d. h. die Gleichung: 

GA* + GB* + G C* = 3 . G O* + \ (AB* -f B C* + CA*). 
Es ist aber 

AB*—AO* + BO* + 2AOxDO, 
BC*^BO* + CO*+ WOxEO, 
CA* = CO* + AO* + '2COxFO; 



AB*+ BC*+CA*=6.AO* + 2.AOx(DO+EO + FO) 

= 6.AO*+6.AOxDO; 

und weil nun 7)0 die Hälfte von JO ist, weil das Dreieck BDO 
offenbar die Hälfte des Dreiecks ABO von gleicher Höhe mit er- 
sterem ist, so ist 

AB*+BC*+ CA*=6.AO*+6.AOx±AO 

=G.AO* + 3.AO*=:9.AO*, 

i (AB* + BC* + CA*) =3 . A O«; 

also nach dem Obigen 

+ GR* + GC*=zZ(AO*+ GO*), 

welches der zu beweisende Satz ist. 

Weil der Begriff der Gränze eigentlich der Grundbegriff der 
gesammten höheren Mathematik in ihrer neueren Darstellung ist 
und sich durch diese ganze Wissenschaft hindurch zieht, ja im- 
mer wiederkehrt, so oft man in derselben nur ein Blatt umschlägt, 
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überhaupt eine strenge Darstellung namentlich der höheren Ana« 
lysis, ohne immer auf diesen Begriflf zurückzukommen, gar nicht 
möglich ist; so scheinen Betrachtungen wie die obigen, auf ele- 
mentare geometrische Sätze angewandt, für den Unterricht von 
Anfangern, die in der Mathematik weiter geben wollen, einen sehr 
wohl begründeten Werth zu haben , und sollten sorgfältig benutzt 
werden, wo sie nur irgend sich darbieten, um den Anlänger so 
früh als möglich mit dem strengen Begriffe der Gränze und der 
strengen Anwendung desselben bekannt zu machen. G. 
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» * * 

Vom Herausgeber. 

In dem in England sehr beliebten SchiftTahrtsIehrbuche von 
£. Kid die*) finde ich S. 33. den folgenden sehr einfachen Be- 
weis des pythagoräischen Lehrsatzes, der wenigstens mir bis 
jetzt unbekannt war. Da mancher Leser des Archivs sich wahr- 
scheinlich mit mir in demselben Falle befinden wird, so t heile ich 
den Beweis hier mit, ohne erst, was vielleicht meine Pflicht als 
Herausgeber wäre, wozu es mir aber gerade jetzt an Zeit vnd 
auch an Lust gebricht, alle möglichen geometrischen Lehrbücher 
durchzumustern, hier mit. 

Man falle (Taf. IV. Fig. 9.) von A auf die Hypotenuse BC 
das gewöhnliche Perpendikel AL, verlängere es nach beiden Sei- 
ten hin, bis HK in M f das verlängerte DE in O geschnitten 
wird, und verlängere dann auch Bit über B hinaus, bis DE in 
N geschnitten wird. Dann ist offenbar A/?Z)iVa2 &ABC, weil 
BDz=AB, Z.BDJSr=^BAC und offenbar ^DBN=^ABC 
ist, da ABD und CBJS rechte Winkel sind, die den Winkel ABN 
als gemeinschaftlichen Theil enthalten. Also ist BN=BC=BH 
und die Parallelogramme ABNO und BLMH haben daher gleiche 
Grundlinie und Höhe, sind also einander gleich. Weit nun aber 
auch AB* offenbar dem Parallelogramme ABNO wegen deicher 
Grundlinie und Höhe gleich ist, so ist AB*= Rechteck BLMH. 
Ganz eben so auf der anderen Seite AC*= Rechteck CLMK. 
Also BC*= AB* + AC*, w. z. b. w. 

!" * .* * * 

Dass FG, wenn man es über F hinaus verlängert, auch auf 
den Punkt O treffen muss, erhellet auf der Stelle, weil offenbar 
EO=DN=zAC=AF ist. 

Mir scheint dieser Beweis wohl werth zu sein, beim Unter- 
richte in den Elementen der Geometrie benutzt zu werden. G. 



*) A Trent i*e nn Navigation und Nautical Aatronomy. By Edward 
Riddle. Fiflh Edition. London 1849. 



« * 4 

Berichtigung. 

In Taf. IV. Fig. 3. Theil XVI. muss noch die Linie AC ge- 
zogen werden. 

Theil XIX. Seite 228. Z. 5 statt J setze man G. 

„ ,, ,, %f Z. 6 „ a ,, m a. 

„ „ -„ 230. Z. 5 v.u. statt/; setze man 2£. 
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literarischer »ericht. 



Geschichte der Mathematik und 

Physik. 

Almanach der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften (zu Wien). Zweiter Jahrgang. 1852. Wien. 
Aus der k. k. Hof. und Staatsdruckerei. 

Den ersten Jahrgang dieses Almanachs der Kaiserlichen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Wien hahen wir im Literar. Ber. 
Nr. LXVI1I. S. 873 angezeigt, und freuen uns, jetzt den zweiten 
Jahrgang anzeigen zu können. ( Der Grund, weshalb wir diesen 
Almanach besonders anzeigen, ist schon a. a. 0. angegeben: weil 
derselbe nämlich eine Angabe der wichtigsten Lebensumstände 
und der Schriften einer ziemlich Crossen Anzahl trefflicher Mathe- 
matiker und Physiker enthält. Was in dieser Beziehung der erste 
Jahrgang wegen der Kürze der bis zu seiner Herausgabe verstat- 
teten Zeit noch nicht leisten konnte, ist in diesem zweiten Jahr» 
gange mit möglichster Vollständigkeit nachgeholt worden, und wir 
halten daher diesen Almanach, besonders in seiner jetzigen Ge- 
stalt, für einen nicht unwichtigen Beitrag zur Literaturgeschichte 
der Mathematik und Physik, so wie der Naturwissenschaften Ober- 
haupt, weshalb wir die Leser unserer Zeitschrift wiederholt auf 
denselben aufmerksam zu machen nicht verfehlen. Ausserdem ist 
derselbe naturlich auch in so fern von grossem allgemeinen Inter- 
esse, weil er sehr vollständige Nachrichten über die Einrichtung 
und die Arbeiten einer der ersten Akademieen der Wissenschaf- 
ten enthält, welche, ungeachtet ihres bis jetzt nur kurzen Beste- 

Baml XX. IT 
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hens, doch schon eine sehr grosse und sehr erfolgreiche wissen 
scbaflliche Thätigkeit entfaltet hat. 



In dem Journal des savants. Mai. 1852. Gndet man den 
dritten und letzten Theil des Berichts von dem treulichen Biot 
über die Corre spondan ce of iSir Isaac Newton and Pro- 
fessor Cotes. Dieser dritte Theil ist in mehrfacher Beziehung 
besonders interessant, hauptsächlich aber deshalb, weil Biot darin 
die vielbesprochene Frage discutirt, ob New ton die Principien 
ursprünglich in derselben Weise, wie er sie der Nachwelt über- 
geben hat, d. h. auf synthetischem Wege verfasst, oder ob er die 
Resultate ursprünglich analytisch gefunden, und dann der Darstel- 
lung nur eine synthetische Fassung gegeben habe, wolür als Grund 
angegeben wird: l'habitude qu'avait Newton, de voiler sa pensäe, 
et de cacher sa personne, nienies dans les lettres scientitiques, 
oü ii prenait la nart la plus active. Biot entscheidet sich, wie 
zu erwarten stanu, für die zweite Alternative, dass nämlich alle in 
den Principien niedergelegten Resultate ursprünglich analytisch 
gefunden worden sind. Dass eben diese ganz synthetische Fas- 
sung die Leetüre der Principien sehr schwierig macht, ist eine 

I'edem Mathematiker bekannte Sache, und Biot fuhrt in dieser 
Beziehung ein sehr merkwürdiges und offenes Geständniss von 
Euler an, welches wir, allen den Mathematikern, die gleichfalls 
Schwierigkeiten bei dem Studium der Principien fanden, zum Trost, 
hier vollständig mittheilen. Culer sagt nämlich über sich selbst: 
„Quod omnibus scriptis, quae sine analysi sunt compnsita, id po- 
tissinium mechanicis nbtingit, ut lector, etiam si de veritate eorurti, 
quae proferuntur, convincatur, tarnen non satis claram et distin- 
ctam eorum Cognitionen! assequatur, ita ut easdem ouaestiones, si 
tautillHUi immutentur proprio marte vix resolvere valeat; nisi ipsc 
in analysin inquirat, casdemque prnpositioues analytica methodo 
evolvat. Idem omniuo cum Newtoni prineipia perlustrare coepis- 
sem, usu venit, ut quamvis plurium problematnm solutiones satis 
pereepisse mihi viderer, tarnen parum tantum discrepentia proble- 
niata resolvere non potueTim. Illo igitur jam tempore, quantum 
potui, conatus sum analysin ex synthetica illa methodo elicere, 
easdeiif, le propositiones ad meam utilitatem analytice pertractare, 
quo negotio insigne cognitionis meae augmentum pereepi. " — 
•Schliesslich spricht Biot sein allgemeines Urtheil über Newton 
unumwunden aus, und schlicsst, Bezug nehmend auf die theologi- 
schen Untersuchungen, mit denen Newton sich bekanntlich gleich- 
falls vielfach beschäftigt hat, mit den folgenden bemerkenswerthen 
Worten: „Mon savant ami, le Docteur Brewster, m'a formelle- 
ment declare, que .J interpretation donnde par Newton des pro- 
„nheties, ind^pendaininent de IVvidence historique et morale sur 
„faquelle eile repose. peut etre de'veloppee jusqu'ä la pleni- 
,.tude d'une dem ons trat ion." Vingt ans se sont ecoutes de- 
puis que j'ai re^u de lui cet avertissement charitable, que j'ai dA 
regaroer comme une promesse de m'e'clairer. Je supplic instam- 
ment le Docteur Brewster, de ne pas tarder ä le faire, et rendre 
hientot sa demonstration publique: car, ä l'Age auquel nous soni- 
mes totis deux parvenus, il pourrait arriver d un moment ä Tautre, 
qu'il ne se trouvat plus en position de nie la donner, ou moi de 
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la recevoir. II devrait me*n« se faire scrupule de lavoir gardee 
pour lui seul, pendaut si longtemps. M 

Für Biot ist Newton un Im m nie, qui, comine geometre, et 
conune experimenteur, est saus egal. Par la reunion de ces deux 
genres de g^nie, a leur plus haut degre, Ü est sans exemple. Sur 
»es travaux scientitiques, qui ont recule les borues de Tesprit hu- 
mnin, repose sa gloire tout eutiere. Ses ecrtts sur la Chronologie 
et les prouheties sont de tours de force d'erudition, sans resuUat. 
Les premiers sont imperissables; des autres il ue reste rieo. 



Arithmetik. 

Lehrbuch der Arithmetik und niedern Analysis zum 
Gebrauche bei Vorlesungen und zum Sei bst - Unter- 
richte bearbeitet von Dr. (J. Iladicke, Professor an der 
Rhein. F ri edri c h - W i I h e I ms - U n i v e rsitat zu Bonn. 
Zweite mit einer Zulage vermehrte Ausgabe. Berlin. 
(Nicolai sche Buchhandlung.) 1853. 8. 2 Thlr. 15 Sgr. 

Einer Buchhandlung, die einen so geachteten Namen in ihrem 
Schilde führt, wie die Nicolaische Buchhandlung in Ber- 
lin, hatten wir es in der That nicht zugetrauet, dass sie sich 
dazu entschliesscn konnte, solche alte verlegene Waare wie die . 
obige, mit einem vorgeklebten neueu Titelblatte, und einem auf 
dem Titel übrigens komischerweise mit dem in literarischen Din- 
gen ganz ungewöhnlichen Namen einer „Zulage" bezeichneten 
Anhange versehen, zu dem im vorliegenden Falle enormen Preise 
von *2 Thlr. 15 Sgr. als eine „Zweite Ausgabe" wieder zu 
Markte zu bringen. Müsste das Archiv nicht furchten, sich viel- 
leicht gar einen Injurienprozess zuzuziehen, so würde ein solches 
Verfahren hier ohne Weiteres mit dem Namen bezeichnet werden, 
mit welchem es jeder rechtlich denkende Mann, auch ohne dass 
wir den Namen hier aussprechen, für sich belegt. Aber wenig- 
stens die Leser des Archivs düngend zu warnen vor dieser Spe- 
culation, ist, diesen gegenüber, unsere Pflicht, der wir also hier- 
mit nachzukommen nicht verfehlen, ohne dieselben flbrhrens sonst 
von dem Ankaufe des manches (Jute enthaltenden Buches abhal- 
ten zu wollen, auf dessen weitere Besprechung wir aber bei einem 
solchen Verfahren, wie es hier unzweifelhaft vorliegt*), nicht ein- 
gehen können. 

Logarithmorum VI deeimalium nova Tabula Bero- 
linensis et numeroruin vulgarium ab 1 usque ad 100000 
et funetionum trigouometricarum ad deendes minuto- 
rum secun Horum, auetore Carolo ßremiker, Dr. Ph. 
Berolini (Nicolai). 1852. 8. 4 Thlr. 



♦) Die Vorrede z. B. i«t unterzeichnet: Bonn, den 3. August 1M7. 
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Es ist bekannt, das* man bei den meisten astronomischen und 
anderen Rechnungen mit sechsstelligen Logarithmen gerade, aber 
auch vollkommen ausreicht, indem fünf Stellen zu wenig, sieben Stei- 
len zu viel sind. Daher ist auch schon oft von mit dem astrooo- 
mischen Calcul innigst vertrauten Gelehrten, die zu unsern gross- 
ten Mathematikern und Astronomen gehören, der Wunsch ausge- 
sprochen worden, dass solche sechsstellige Logarithmentafeln in 
recht zweckmässiger Weise angefertigt werden möchten. Auch 
hat man diesem so oft und so dringend ausgesprochenen Wunsche 
schon in mehrfacher Weise zu entsprechen gesucht. l>a die be- 
treffende Literatur unsern Lehern gewiss im Allgemeinen hinrei- 
chend bekannt ist, so wollen wir nur beispielsweise auf eine Ta- 
fel hinweisen, die, wie es wenigstens scheint, fast ganz übersehen 
worden ist, aus welchem Grunde, wissen wir nicht. Dies siid die 
TabulaeLogarithmorum notis decimalibussexexpres- 
8orum. Aue tore G. A. Jahn. Lipsiae. IS 4 4. Diese sechs« 
stelligen Tafeln gehen die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100000, 
die Logarithmen der trigonometrischen Functionen für den ersten 
Grad von Secunde zu Secunde, für die übrigen Grade von drei 
zu drei Secunden. Die letztere Einrichtung, die freilich für den 
Gebrauch in so fern sehr bequem ist und alle Anerkennung ver- 
dient, weil dadurch die Möglichkeit gegeben ist, die Proportional« 
theile immer ganz leicht uiid sicher bloss im Kopfe zu berechnen, 
hat auf der andern Seite den Nachtheil herbeigeführt, dass die 
Tafel sehr voluminös geworden ist, weil die ganze Tafel 541 Sei- 
ten in Quart umfasst. Vielleicht ist es gerade dieser Umstand, 
welcher der Verbreitung der Jahn'schen Tafel hinderlich gewesen 
ist, vielleicht auch ausserdem das ziemlich graue Papier, was aber 
wenigstens unsern Augen gerade sehr zusagt. Denn gegen die 
Cnrrectheit der Tafel haben wir wenigstens keinen Grund Zwei- 
fel zu erheben, und, haben wir sie auch nicht viel gebraucht, so 
ist sie uns doch nicht gerade unbequem vorgekommen. Indem wir 
diese Tafel, deren Preis von 1 Thlr. 5 Sgr. auch äusserst niedrig 
gestellt ist, gelegentlich in Erinnerung bringen wollten, kehren wir 
nun wieder zu dem vorliegenden VVerke des Herrn Bremiker 
zurück. 

W 7 ir halten diese Tafel für in jeder Beziehung höchst ausge- 
zeichnet, überlassen es aber natürlich den Lesern, sich mit ihrer 
Einrichtung aus ihr selbst genauer bekannt zu machen, die übri- 
gens von der gewöhnlichen zwar nicht wesentlich abweicht, in- 
dess doch auch einige, wenn auch nur kleine, aber den sichern 
Gebrauch fördernde Abänderungen enthält. Hauptsächlich aner- 
kennunnswerth ist es, dass oer Herr Vf. in der trigonometri- 
schen Tafel die goniometrischen Functionen bis zu 0°.*20' von Se- 
cunde zu Secunde, für die übrigen Grade von 10 zu 10 Secunden 
hat fortschreiten lassen, welche höchst empfehlenswerthe Einrich- 
tung sich z. B. in der trefflichen Callet'schen siebenstelligen Ta- 
fel eben so findet, und von crer neuen Ausgabe der Vega'schen 
Tafel sich gleichfalls anzueignen leider mit Unrecht unterlassen 
worden ist- Druck und Papier der Bremiker'schen Tafel lassen 
für uns nicht das Geringste zu wünschen übrig, und erinnern an 
die besten derartigen Erzeugnisse der englischen Presse. Man- 
cher dürfte in dess noch wünschen, dass zu den Tafeln ein grün- 
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liebes Papier genommen worden wfire, wie dies z.B. in den treff- 
lichen englischen Tafeln von Short rede, die Bossel so sehr 
empfahl, geschehen ist. Das Intervall von 10 zu 10 Sectinden 
scheint uns für die Bequemlichkeit des praktischen Gehrauchs ganz 
hinreichend zu sein, das Volumen der Tafeln bleibt in Folge die* 
ser Einrichtung eiu sehr massiges, und wird nicht ein aller- 
dings einigermassen unbequemes, wie das der vorher erwähn- 
ten Jahn sehen Tafel, bei aller sonstigen Verdienstlichkeit dieser 
letzteren. Die sehr lehrreiche Einleitung, die Arcuum Longitu- 
dines pro radio 1, die Transmutatio arcuum in Horas 
earumque partes, die Tabula temporis siderei mutandi 
in tempus medium und die Logarithmi constantes sind 
natürlich nicht bloss sehr angenehme, sondern auch nöthige Zu* 
gaben, und beweisen, wie vollkommen Herr Bremiker mit allen 
an ein solches Werk zu stellenden Forderungen bekannt ist, und 
wie sehr er allen etwaigen Wünschen entgegen zu kommen ver- 
steht. Wir wünschen diesem trefflichen Werke aus vollkommen* 
ster Ueberzeugung die weiteste Verbreitung. Freilich wird der 
Preis von 4 Hilm., wenn er auch im Verhält niss zu der höchst 
eleganten und trefflichen Ausstattung nicht zu hoch erscheint, doch 
vielleicht Manchen abhalten, sich in den Besitz eines W erkes zu 
setzen, von dem man dringend wünschen muss, dass ein möglichst 
niedriger Preis jeden auch nur wenig bemittelten Mathematiker 
in den Stand setzen möchte, sich dessen Gehrauch nicht entzie- 
hen zu müssen. 



Mechanik. 

Leonhard Euler' s Theorie der Bewegung fester und 
starrer Kurner mit Anmerkungen und Erläuterungen 
herausgegeben von J. Ph. Wollers, Dr. und Professor 
(zu Berlin). Erste Abtheilung. Mit 5 Figuren-Tafeln. 
Greifswald. C. A. Koch 's Verlagshandl. (Tb. Kunike.) 
J853. a. 

Als wir im Literar. Ber. Nr. LI. S. 707. das Erscheinen des 
zweiten Theils der von Herrn Professor Wolfers in Berlin un- 
ternommenen Uebersetzung von I n ler 's Mechnnica sive mo- 
tus scientia analytice exposita, worin Euler die Bewe- 
gung eines Punktes behandelt, anzuzeigen das Vergnügen hatten, 
sprachen wir am Ende jener Anzeige den Wunsch aus, dass es 
Herrn Professor Wolfers gefallen möchte, auch Euler's Theo- 
ria motus corporum solidorum seu rigidorum. Ed. nov. 
Gryphisw. 171)0. 4., welche der Bewegung eines Körpers ge- 
widmet ist, zu übersetzen. Wir freuen uns sehr, anzeigen zu kön- 
nen, dass dieser W r unsch schon jetzt in Erfüllung gegangen ist, 
indem uns wenigstens die erste Äbtheilung einer von Herrn Pro- 
fessor Wolfers verfertigten Uebersetzung des genannten schönen 
und wichtigen Werkes vorliegt. Dass Euler's Theoria motus 
corporum solidorum seu rigidorum in wissenschaftlicher Be- 
ziehung noch wichtiger ist, als die Mecbaoica sive motus 
scientia analytice exposita, ist jedem, Euler's Leistungen 
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2u würdigen verstehenden Mathematiker bekannt, und Herr Pro« 
fessor Wolters hat »ich daher nach unserer Ueberzeugung durch 
die Uebersetzung jenes Werkes fast noch ein grosseres Verdienst 
um die Wissenschaft erworben als durch seine frühere Arbeit, 
»weil durch diese Uebersetzung die, wie es scheint, namentlich von 
jüngeren Mathematikern nicht nach Verdienst gekannte und be- 
achtete Theoria motus corporum solidorum seil rigido- 
rura gewiss — woran »vir keinen Augenblick zweifeln — wieder 
ganz in ihre alten Rechte eingesetzt werden wird. Denn Euler's 
Werke veralten nie, und müssen für alle Zeiten die Hauptgrund- 
lagen des mathematischen Studiums bleiben, so viele und so grosse 
Fortschritte auch, weniger in materieller liücksicht, als in Bezug 
auf wahrhafte mathematische Strenge und Evidenz, namentlich die 
analytische Wissenschaft in neuester Zeit gemacht hat. Dass Herrn 
Professor Wolfers's Uebersetzung allen Anforderungen, die man 
an dergleichen Arbeiten zu machen berechtigt ist, vollständig ge- 
nügt, brauchen wir jetzt nicht erst zu versichern, da die Mathe- 
matiker aus seinen früheren Leistungen wissen, wie genau er sich 
mit dem in Euler's Schriften herrschenden Geiste bekannt und 
vertraut gemacht hat. Ausserdem hat er aber auch wieder durch 
eine Reihe höchst zweckmässiger Anmerkungen, die mit richtigem 
Takte auch hier vom eigentlichen Werke gesondert sind, so dass 
Euler's Werk ganz rein vor uns liegt, alle sich etwa findenden 
Schwierigkeiten vollständig beseitigt, und dadurch dem ßedürfniss 
der weniger Geübten in sehr geeigneter Weise entsprochen. Die 
äussere Ausstattung lasst nichts zu wünschen übrig, und die Ver- 
lagshandlung hat jedenfalls auch Anspruch auf den Dank der Ma- 
thematiker, indem sie dem grossen wissenschaftlichen Eifer des 
Herrn Uebersetzers durch ihre Bereitwilligkeit, das Werk zu ver- 
legen, freundlich entgegen kam. Mögen daher Alle, welche fär 
das Studium der Mechanik sich interesstren , dieses Werk sich 
angelegentlichst empfohlen sein lassen, und möge dasselbe eben 
so wie sein Vorgänger dazu beitragen, Euler's Geist stets unter 
uns zu erhatten! Namentlich auch jüngern Mathematikern emufeh- 
len wir dieses Werk zum eifrigsten Studium, wobei wir noen be- 
merken, dass dasselbe das Studium des frühern Werks keineswegs 
unbedingt voraussetzt, sondern dass dasselbe durch und in sich 
selbst verstandlich ist, wofür Euler durch eine dem Werke vor- 
angesetzte, in der vorliegenden Uebersetzung 1*26 Seiten um- 
fassende, Einleitung gesorgt hat. Dem Erscheinen der zweiten 
Abtheilung sehen »vir* mit Verlaugen entgegeu. 



Vermischte Schriften. 

In dem Bulletin phvs.-mathem. der Kaiser liehen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Petersburg finden sich 
einige ausgezeichnete Abhandlungen des Herrn Observator Dr. 
Clausen zu Dorpat, auf die wir unsere Leser aufmerksam ma- 
chen müssen: 
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T. IX. Nr. 23. Ueber den Werth des Rettenbachs 
b 



«f2+ , . , 
«+<H- etc. 



wenn 6 grosser als a + 1 ist. 

Schon Eul er und späterstem in Crelle's Journal T. VIII. 
S. 42. hüben diesen Kettenbruch' untersucht. Wenn es auch Herrn 
Clausen, wie er selbst sagt, nicht gelungen ist, die Theorie 
desselben in aller Allgemeinheit zu entwickeln, so hat er doch 
mehrere bemerkenswerthe Resultate gefunden, die zum Theil 
Berichtigung der früheren Untersuchungen dienen. 

T. IX. Nr. 24. Ueber die Form architektonischer 
Säulen. 

Diese früher von Eul er und Lagrange untersuchte Frage 
hat der Herr Vf. einer neuen Untersuchung unterworfen, wobei 
es ihm wider Erwarten gelungen ist, die Differentialgleichung, de* 
ren allgemeine Integration Lag ränge nkht versucht hatte, auf 
elliptische Transcendenten zurückzuführen. Dabei zeigte es sich, 
dass die zweckmässigste Form vom Cylinder abweicht, und dass 
das Volumen dieses bei gleicher Höhe und Tragkraft sich zum 

Volumen jener Form wie 1 j verhält. 

T. X. Nr. 2. Ueber den Einfluss der Umdrehung 
und der Gestalt der Erde auf die scheinbaren Bewe- 
gungen an der Oberfläche derselben. 

Die sinnreiche Idee Foucault's, die Umdrehung der Erde 
durch ein einfaches um einen Punkt schwingendes Pendel Jedem 
anschaulich zu machen, die in neuester Zeit bekanntlich so viel 
Aufsehen gemacht hat, so dass man die betreffenden Versuche 
selbst vielfach vor das grosse Publikum gebracht hat, veranlasste 
Herrn Hofrath Clausen, diese Bewegung in der vorliegenden 
Abhandlung einer strengen und ausführlichen analytischen Unter- 
suchung zu unterwerfen, bei der er von den Formeln ausgeht, die 
Gauss in Benzenberg's bekanntem Werke über die Umdreh- 
ung der Erde gegeben hat. Wir empfehlen diese gründliche ana- 
lytisch-mechanische Untersuchung, in der auch auf die sphärni- 
dische Gestalt der Erde Rücksicht genommen worden ist, allen 
denen sehr, welche an dem Foucault'schen Versuche das gebüh- 
rende Interesse nehmen; nur inuss man nicht etwa glauben, mit 
bloss elementar • mathematischen Kenntnissen an das Studium die- 
ser Abhandlung gehen zu können, indem dieselbe vielmehr den 
analytischen Scharfsinn und analytische Kenntnisse vielfach in An- 

rch nimmt. Aber ohne diese Kenntnisse wird man auch nie 
vollkommene Einsicht in Foucault's Versuch erlangen können, 
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wobei wir indess auch nicht die Versuche tadeln wollen, sondern 
denselben vielmehr das Wort reden, welche dazu bestimmt sind, 
in möglichst elementarer oder populärer Weise die Gründe des 
Foucault'schen Versuchs möglichst zur Anschauung zu bringen, 
eben weil dieser Versuch bereits vielfach vor's grosse Publikum 
gebracht worden ist. Den Mathematiker kann aber nur eine solche 
Entwickelung, wie wir sie in der vorliegenden gründlichen Abhand- 
lung des Herrn Verfassers finden, vollkommen befriedigen, und ist 
auch allein geeignet, ein wahres Verständniss dieses höchst inter- 
essanten Gegenstandes zu vermitteln. 

Mtlanget mathematiques et astronomiques. T. I. 

Ueber die Olbers'sche Methode Cometenbahnen 
zu berechnen. 

Jedem, der sicji mit der Berechnung der Cometenbahnen be- 
schäftigt hat, sagt der Herr Verf., ist es bekannt, welche grosse 
Erleichterung durch die Olbers'sche sehr sinnreiche Methode er- 
langt wurde, und dass wir einen grossen Theil der berechneten 
Bannen dieser Methode verdanken. Einige Astronomen haben die 
Behauptung aufgestellt, dass die durch die Olbers'sche Methode 
erlangte erste Annäherung viel grösser sei, als die erste Annähe- 
rung durch die übrigen bekannten Metboden, und zwar, dass jene 
die Annäherung bis auf Grössen der zweiten Ordnung excl. geoen, 
wenn man die Grössen erster Ordnung den Zwischenzeiten pro- 

Sortion al setzt; während die Laplace'sche und andere Methoden 
iese Annäherung nur bis auf Grössen erster Ordnung excl. geben. 
Diese letztere Behauptung sucht der Herr Vf. in diesem lesens- 
werthen Aufsatze zu widerlegen, wobei er mit Recht ganz im 
Geiste seines verewigten Gönners, des trefflichen Olbers, zu 
handeln glaubt, der, aller Eitelkeit fremd, jeden auf einen Irrthum 
gegründeten Ruhm gewiss von sich zu entfernen gesucht hätte. 
Kein Leser wird auch diesen Aufsatz des verehrten Herrn Ver- 
fassers ohne vielfache Belehrung aus der Hand legen. 
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.Literarischer Bericht 



Geometrie und Trigonometrie. 



Ausführliches Lehrbuch der Elementar - Geome 
trie. Ebene und körperliche Geometrie. Zum Selbst- 
Unterricht mit Rucksicht auf die Zwecke des prakti- 
schen Lebens bearbeitet von H. B. Lübsen. Mit 190 
Figuren im Text. Hamburg. Perthes, Besser & Mauke. 
1851. 8. 1 Thlr. 

• 

Ausführliches Lehrbuch der ebenen und sphäri- 
schen Trigonometrie. Zum Selbstunterricht mit Rück- 
sicht auf die Zwecke des praktischen Lebens bear- 
beitet von H. B. Lübsen. Hamburg. Perthes, Besser 
& Mauke. 1852. 8. 21 Ngr. 

Herr Lübsen in Hamburg «hat sich schon durch seine frü- 
her erschienenen Lehrbücher der Arithmetik und Algebra und der 
analytischcn-Geometrie von ganz ähnlicher Tendenz wie die beiden 
obigen verdient gemacht. Alle diese Lehrbücher, auch die bei- 
den obigen hier anzuzeigenden, zeichnen sich durch eine unge- 
meine Deutlichkeit sehr vorteilhaft aus, und enthalten überall in sehr 
verständiger Auswahl von den betreffenden Wissenschaften allemal 
das, was für das praktische Bedürfniss niithig ist und zu demselben 

Band XX. 78 
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in nächster Beziehung steht, ohne die für tüchtige praktische An- 
wendung der Mathematik bestimmte Kraft des Knabens und Jung- 
lings durch eine Menge oft sehr unnützer Sätze und Sätzeben 
eher zu schwächen und zu ermüden als zu stärken, wie leider 
viele unserer Lehrer immer noch thun. In dem nördlichsten Theile 
unser* deutschen Vaterlands, in Hamburg, Bremen, Holstein, 
Schleswig, üstfriesland u. s. w. scheint man in dieser Beziehung 
einen viel richtigem und sicherern Takt zu besitzen als in vielen 
andern Theilen desselben. Oeshalb giebt es aber auch dort so 
ungemein viele tüchtige, namentlich praktische Mathematiker, und 
namentlich sollen die Friesen in dieser Beziehung sich auszeich- 
nen. „In Ostfriesland" pflegte mein verewigter Freund Dirksen 
in Berlin, dem die Strenge in der Mathematik das Höchste war, 
oft zu sagen, „ist jeder Bauer ein Mathematiker", und er selbst 
war, so viel ich mich erinnere, ursprünglich eiu gewöhnlicher ost- 
friesischer Landschulmeister gewesen, wenn mich auch meine 
Erinnerung vielleicht trügen kann. Herrn L übs en's Bücher sind 
der deutlichste Ausdruck dieses wahrhaft tüchtigen praktischen 
mathematischen Sinnes, ohne übrigens der Strenge der Darstel- 
lung wesentlich etwas zu vergeben, und wir empfehlen sie daher 
recht sehr zur Beachtung, wer ihren Inhalt sich vollständig an- 
geeignet hat , wird zu den vielfachsten praktischen Anwendungen 
der Mathematik befähigt sein, insofern er vorläufig auf die An- 
wendung der höheren Theile der Wissenschaft verzichtet. Die 
Geometrie enthält auch schon die Grundzüge der Feldmesskunst, 
des Nivellirens, und der praktischen Körpermessung, auch der 
Ausmessung der Fässer, u. s. w. 

Knaben und Jünglinge, welche für ein praktisches Fach, das 
auf einer mathematischen Basis ruhet, bestimmt sind, müssen, 
natürlich bei völliger Strenge, soschnellals möglich durch 
die Theorie hindurch geführt, und nicht mit Gott weiss was für 
geometrischen .Theoremen und Problemen, direkten und reeiproken, 
— so viel Vergnügen dieselben auch zuweilen dem eigentlichen theo- 
retischen Mathematiker darbieten können, sollten sie auch für die 
Wissenschaft selbst oft nicht von besonderer Bedeutung sein , — 
gequält werden. Dann muss möglichst schnell die vielfachste und 
allseitigste praktische Anwendung folgen, und die sogenannte for- 
melle Geistesbildung, die man durch jene Sätze und Sätzchen zu 
fordern meint , wird bei diesen tüchtigen praktischen Naturen sich 
dann schon von selbst finden, wenn nur, was wir immer voraus- 
setzen, die theoretische Grundlage eine völlig strenge und für 
die künftige praktische Anwendung völlig ausreichende war. 
Herrn Lühs en's in vieler Beziehung sehr zu empfehlende Lehr- 
bücher scheinen uns ein interessanter und sehr ansprechender 
Ausdruck dieses gewiss sehr richtigen pädagogischen und metho- 
dischen Grundsatzes zu sein, weshalb wir sie hier allen Lehrern, 
die solche Knaben und Jünglinge, wie oben von uns näher be- 
zeichnet worden sind, auf Real- und anderen ähnlichen Schulen zu 
unterrichten haben, was gewiss für den, der selbst praktischen 
Sinn hat, ein sehr anziehender und seegensreicher Lebensberuf 
ist, bestens haben empfehlen wollen. Schliesslich möchten wir 
noch wünschen, dass Herr Lübsen sein Talent zu einer ähnli- 
chen Bearbeitung der Differential- und Integralrechnung anwen- 
den möchte. 
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• Compendium der darstellenden Geometrie nebst 
einiger An wendung derselben anf Schattenbestimmung 
und Perspective. Für Realschulen als auch zum 
Selbstunterricht verfasst von Justus Nigris, Archi- 
tekten und Professor der darstellenden Geometrie, 
des geometrischen Zeichnens u. s. w. an der öffentli- 
chen städtischen O b e r - Realscb ul e zu Presburg. 
Mit eil f Steintafeln. Presburg. Krapp. 1853.8. 

Dieses Lehrbuch enthält nicht bloss die Elemente der eigent- 
lichen descriptiven Geometrie, sondern auch die Elemente des 
geometrischen Zeichnens mit Einschluss der Perspective und der 
Schattenconstruction , Alles, namentlich die letzteren Gegenstande, 
nicht etwa, wie öfters geschieht, bloss praktisch dargestellt, son- 
dern aus strengen geometrischen Betrachtungen abgeleitet. Viele 
Lehrbücher der descriptiven Geometrie euthalten, wie es uns 
scheint, namentlich für die Zwecke, denen sie dienen sollen, zu viel. 
Das vorliegende, welches für den Unterricht auf einer Realschule be- 
stimmt ist, .scheint uns eine richtige Mitte sehr gut getroffen zu 
haben, und enthalt, wie schon erinnert, ausser der eigentlichen 
Geometrie descriptive noch manches Andere, was für den Unter- 
richt auf einer Realschule von Wichtigkeit sein kann. Da wir 
langst sehr gewünscht haben, dass der Unterricht in der descrip- 
tiven Geometrie, welcher für künftige mathematische Praktiker von der 
grussten Wichtigkeit, und zugleich für die Bildung des mathema- 
tischen Geistes gewiss eben so fruchtbringend ist wie die übrige 
Geometrie, daher auch auf den Lehrplänen der sogenannten hö- 
heren Bürger-, Real- und Gewerbschulen namentlich in Oester- 
reich, Baiern, Würtembcrg mit Recht längst das volle Bürger- 
recht erhalten hat*), unter die Unterrichtsgegenstände aller sol- 
cher Schulen aufgenommen werden möge: so empfehlen wir das 
vorliegende, wie es uns scheint, recht praktische Buch, allen 
Lehrern an solchen Schulen zur Beachtung. 



Mechanik. 



Beitrag zur Theorie der Seilpolygone und der 
Kettenlinie von Dr. Th. Spieker. Programm des Her- 
zogl. Carlsgymnasiuni zu Bernburg. Bernburg. 1852. 4. 

In diesem lesenswertben Programm hat der Herr Ver- 



• *) In Frankreich versteht sich dies seit dem berühmten Erfinder 
der Geometrie descriptive natürlich gans von selbst. 



Digitized by Google 

i 



972 



fasser diejenigen Seilpolygone einer besonderen Untersuchung 
unterzogen, an denen lauter parallele Kräfte wirken, wozu nur ele- 
mentare Sätze nüthig waren. Aus den auf diesem elementaren 
Wege gewonnenen Sätzen hat er dann gleichfalls durch elemen- 
tare Betrachtungen die meisten Eisenschaften der Kettenlinie ab- 
geleitet, indem man dabei sonst gewöhnlich unmittelbar von der Diffe- 
rentialgleichung der Kettenlinie ausgeht, und die ganze Betrach- 
tung gleich von vorn herein in das Gebiet der Differential- und 
Integralrechnung hinüber führt. Er ist dabei selbst bis zur Recti- 
fication und dem Krümmungshalbmesser fortgeschritten, und be- 
dient sich überhaupt in seiner ganzen Schrift der höheren Ana- 
lysis sonst gar nicht, als nur bei dem Satze §. 22. über den Schwer- 
punkt des Seilpolygons, wo die Anwendung derselben wohl auch 
nicht leicht umgangen werden konnte, da es bei dieser Unter- 
suchung auf die Bestimmung eines Maximums ankam. Wir haben 
allen Untersuchungen , welche Betrachtungen, die sonst nur mit- 
telst der höheren Analysis angestellt zu werden pflegen, in das 
Gebiet des sogenannten Elementaren hinüber führen, überhaupt 
immer das Wort geredet; um so mehr thun wir dies bei einem 
praktisch so wichtigen Gegenstande wie die Kettenlinie ist, und 
wenn es in so ansprechender und strenger Weise geschieht wie 
in dem vorliegenden Programm, von dem wir daher recht sehr 
wünschen, dass es, wie leider oft bei solchen Schriften geschieht, 
nicht unbeachtet bleiben möge. Möge der Herr Verfasser fort- 
fahren, seine schönen Kräfte in demselben strengen mathemati- 
schen Sinne andern derartigen Untersuchungen zu widmen. 



Astronomie* 



Wunder des Himmels oder gemein fassliche Dar- 
stellung des Weltsystems. Von J. J. v. Littrow. Vierte 
Auflage. Nach dem neuesten Zustande der Wissen- 
schaft bearbeitet von Carl v. Littrow, Director der 
k. k. Sternwarte in Wien. Dritte und Vierte Lieferung. 
Stuttgart. Hoffmann. 12y 2 Ngr. 

Indem die beiden ersten Abtheilungen dieses ausgezeichneten 
Werks, welche wir im Literarischen Berichte Nr. LXXIV. S.938. 
angezeigt haben, hauptsächlich die Einleitung, und die Erste 
Haupt- Abtheilung. Theoriscbe Astronomie oder all- 
gemeine Erscheinung des Himmels, enthielten, enthalten 
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das vorliegende dritte und vierte Heft die Zweite Haupt Ab- 
theilung. Beschreibende Astronomie oder Topogra- 
phie des Himmels und den Anfang der Dritten Haupt- 
Abtheilung. Physische Astronomie oder Gesetze der 
bimralischenBewegungeu. Hauptsächlich hat uns die jetzt voll- 
ständig vor uns liegende Topographie des Himmels sehr grosses 
Vergnügen gemacht und grosse Belehrung gewährt, weil wir darin 
alle am Himmel in älterer, neuerer und neuester Zeit gemachten 
Entdeckungen mit grosser Sorgfalt und Genauigkeit zusammen- 
gestellt, und oft mit buchst interessanten Betrachtungen begleitet 
gefunden haben. Dass dem verdienten neuen Herausgeber des 
Werks hier zu Zusätzen ein grosses Feld eröffnet war, weiss Je- 
der, wer die neuere Geschiente der Astronomie kennt, und dass 
Herr Carl v. Littrow diese Gelegenheit, das Werk seines ver- 
ewigten Vaters in der in Rede stehenden Beziehung auf eine dem 
jetzigen Zustande der Wissenschaft ganz entsprechende Weise zu ver- 
vollständigen, nicht ungenutzt gelassen hat, brauchen wir unsern Le- 
sernwohl nicht erst zu versichern, daseine Genauigkeit in solchen Ar- 
beiten sich schon bei anderer Gelegenheit in der vielfachsten Weise be- 
währt hat, und ihm die umfassendste Kenntniss des Gegenstandes zur 
Seite steht. Der Herr Herausgeber beginnt natürlich mit der Sonne. Dass 
er sich hier auch; über die namentlich bei Gelegenheit der grossen 
Sonnenfinsterniss vom Jahre 1851 vielfach discutirte Frage über 
die Sonnen-Atmosphäre ausspricht, versteht sich von selbst. 
„Weit unmittelbarer aber" sagt er „wird die Existenz einer Son- 
nenatmosphäre durch die merkwürdigen Erscheinungen dargethan, 
die man bei totalen Sonnenfinsternissen beobachtet. Gäbe es aus- 
ser der Photosphäre keine Hülle der Sonne, so müsste, da der 
Mond, ^vie wir bald sehen werden, wahrscheinlich keine oder 
doch eine sehr dünne Atmosphäre hat, in dem Augenblicke, wo 
der .Mond die Sonne ganz bedeckt, die Stelle des Himmeis, welche 
von beiden Gestirnen eingenommen wird , lichtlos uud höchstens 
durch ihre völlige Dunkelheit von dem übrigen Firmamente zu 
unterscheiden sein. Dem ist aber nicht so, sondern es zeigt sich 
eine sehr helle Glorie um beide Himmelskörper. Mit dem Fern- 
rohre entdeckt man an der inneren Grenze dieser Glorie röthliche 
Flecke, theils unmittelbar auf dem Mondrande wurzelnd, theils 
in Wolkenform von demselben getrennt, wie sie Fig. 45. auf 
Taf. III. nach einer Zeichnung von Biela vom 8. Juli 184*2 und Fig. 46. 
a.b. nach einer Beobachtung des Iferausgebers im Jahre 1851 dar- 
stellt. Die Glorie sowohl als die rothen Flecke gehören 
unztoeife Ihaf t der Sonne an, da beide Erscheinungen, 
wie der Mond über die Sonne hingeht, auf der einen 
Seit e der Scheibe an Grösse ab-, auf der andern zu- 
nehmen*). Da unmittelbar nach dem Verschwinden, so wie 
unmittelbar vor dem Wiedererscheinen der Sonne und gerade an 



*) Resultat aller vorurtheiUfreien und den Gegenstand gehörig zu 
würdigen vergehenden Beobachter. G. 
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den Stellen des Mondrandes , wo diese kleinsten Phasen der Sonno 
Statt finden, also beider Körper Ränder sich am nächsten stehen, 
sich ein rother, sichelförmiger Saum zeigt, so muss man vermu- 
then, dass die Photosphäre der Sonne von zwei Schalen umgeben 
ist, deren eine ihr zunächst liegende in rothem Lichte leuchtet, 
deren zweite, weit umfangreichere, weisses Licht hat- Jene rothe 
Schichte würde dann an gewissen Stellen emporgetrieben, und 
bildete so die unter dem Namen Protuberanzen bekannten Licht» 
büscbel. Ueber die Ursachen dieses Emportreibens ist es bis 
jetzt nicht gelungen, etwas Bestimmtes zu erforschen; indess 
haben die Beobachtungen von 1851 einen Zusammenhang zwischen 
den Protuberanzen und den Sonnenflecken und Fackeln (wahrschein- 
lieh gemacht, da sich mehrere Protuberanzen an Stellen gezeigt 
haben, wo kurz vor oder nach der Finsterniss Flecken und Fa- 
ckeln gesehen waren. Da wir nach dem Obigen die Sonnenfle- 
cken als Krater in der Photosphäre annehmen müssen, so liegt 
■ auch die Voraussetzung nahe, dass Gastrümungen . aus diesen 
Kratern Statt finden, und jene Emporhebungen der rothen Schichte 
bewirken." Wir hoffen durch die Mittheilung der vorstehenden 
ungemein klaren und einleuchtenden Darstellung uns den Dank 
unserer geehrten Leser erworben zu haben, und hoffen, dass die- 
selben daraus zugleich entnehmen werden, was sie von deu übri- 

gen Partieen dieses ausgezeichneten Werkes zu erwarten haben. 
>ie oben gegebenen Erklärungen sind in der unmittelbarsten Weise 
aus genauen Beobachtungen geschupft, und tragen eben deshalb, 
gerade bei einem solchen Gegenstande, wie (lern vorliegenden, 
den Charakter ächter Naturforschung an sich. Ganz in derselben 
schönen Weise wie die Sonne werden nach der Keine besprochen : 
Merkur; Venus; Mars; die Asteroiden; Jupiter; Saturn; Uranus; 
Neptun (bei welchem die Geschichte seiner Entdeckung ausführ- 
lich erzählt wird) ; der Mond ; die Monde der vier äussersten Pla- 
neten; die Kometen; die Anzahl, Entfernung und Grösse der Fix- 
sterne; die Doppelsterne; die veränderlichen Sterne; die Stern- 
gruppen und Neheimassen des Himmels. Unsere Literatur hat 
kein Werk aufzuweisen, welches eine so vollständige und so an- 
sprechende Darstellung der Topographie des Himmels enthielte 
wie das vorliegende, und der Herr Herausgeber hat sich durch 
dasselbe den Dank aller Freunde, sowohl der Astronomie 
überhaupt, als auch der beschauenden Astronomie insbesondere, in 
hohem Maasse erworben, und wird dieser herrlichen Wissenschaft 
durch sein ausgezeichnetes Werk auch gewiss immer noch* mehr 
Freunde erwerben. 

Den beiden letzten Lieferungen, welche der physischen Astro. 
nomie gewidmet sein werden, sehen wir mit Verlangen entgegen- 
und werden nicht säumen, dieselben unmittelbar nach ihrem Er- 
scheinen anzuzeigen. 



Ueber die Fortschritte der Astronomie in dem 
letzten Decennium. Besonders abgedruckt aas C. 



Digitized by Googl 



975 

v. Littrow * Kalender f0r alle Stfincle fflr die Jahre 
185J, 1852, 1853. 

Der von Herrn C. v. Littrow herausgegebene Kalender 
für alle Stände enthält in seinen Jahrgängen 1851, 1852, 1853 
eine sehr interessante Darstellung der Geschichte der astronomi- 
schen Entdeckungen in dem letzten Decennium, welche wir 
unsern Lesern aus vollkommenster Ueberzeugung recht sehr zur 
Beachtung empfehlen, da sie schwerlich an einem anderen Orte 
das an astronomischen Entdeckungen so reiche letzte Decennium 
in eben so vollständiger und interessanter Weise charakterisirt 
finden werden als in den drei letzten Jahrgängen des obigen über» 
haupt sehr empfehlenswerthen Kalenders für alle Stände. Der 
Jahrgang 1851 bespricht die Kometen, der Jahrgang 1852 die neu 
entdeckten Planeten, der Jahrgang 1853 die Fixsterne; und wir 
wussten in der That nicht, was uns bei diesen buchst lehrrei- 
chen historischen Darstellungen, die ausserdem noch manche ein- 
zelne besonders interessante Notizen enthalten , wie z. B. die im 
Jahrgang 1851. S. 24. mitgetheilte Stelle aus Hovels Cometo- 
granhia. pag. 326. über den Kometen von 1052, nach welcher 
die Duplicitat des Biela'schen Kometen keineswegs isolirt dasteht, 
noch hätte zu wünschen übrig bleiben sollen. 



De magnitudine relativa numeroque accurato stel- 
larum quae solis oculis conspici untur fixarum. Com- 
mentatio qua orationem ex lege publica a se haben- 
dam, ad rauuus Mathematum Professoris ordinarii in 
Academia Hegia Manasteriensi adeundum, indicit 
Eduardus Heis, Philos. Doctor et Prof. Puhl. Ord.Mo* 
nasterii Guestphalorum. 1852. 4. 

Der Herr Vf. des vorliegenden Programms hat sich bekannt- ' 
lieh durch seine Beobachtungen der Sternschnuppen, seine theo- 
retischen Untersuchungen über dieselben, und seine Beobachtun- 
gen der veränderlichen Sterne schon anerkannte Verdienste erwor- 
ben. In diesem sehr lehrreichen Programm unterwirft er die re- 
lative Grösse der mit blossem Auge sichtbaren Sterne einer aus- 
führlichen Besprechung, beschreibt seine Beobachtungs- und 
Rechnuugs-Metnode, vergleicht die Resultate seiner Beobachtun- 
gen mit Arge lander's und J. Hers ch eis Bestimmungen u.dgl., 
so dass wir dieses Programm aus vollkommenster Ueberzeugung 
unsern für die in demselben so lehrreich besprochenen Gegen- 
stände sich interessirenden Lesern zur sorgfaltigen Beachtung 
empfehlen können, namentlich allen denjenigen, welche derglei- 
chen, Liebhabern der Astronomie besonders deshalb, weil sie 
einen besonderen Instrumentenapparat gar nicht in Anspruch ueh- 
men, dringend zu empfehlende Beobachtungen selbst anzustellen 
beabsichtigen. 
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Physik. 



Die Physik in ihren wichtigsten Resultaten dar- 
gestellt von Friedrich Zamminer, Dr. Phil, und aus- 
scrordentl. Prof. an der philosophischen Universität 
zu Giessen. Mit 11 lithographirten Tafeln. Stuttgart. 
Frankh. 18.52. 8. 2 Thlr. 8 Ngr. 

Dieses neue Handbuch der Physik bildet eine Abtbeilung der 
„Neuen En cyklopädie der Wissenschaften und Kün- 
ste»' *» eiche die auf dem Titel genannte Buchhandlung heraus- 
giebt. Der Zweck desselben ist hauptsächlich eine Vorbereitung 
zum Verständniss der praktischen Anwendungen der Physik, eine 
Vorbereitung, welche jedoch eine grundlich - wissenschaftliche sein 
soll. Wir sind der .Meinung, uass der Herr Verfasser diesem 
Zweck zunächst dadurch in sehr verständiger Weise zu entspre- 
chen gesucht hat, dass er sein Augenmerk hauptsächlich auf die 
erfindliche Darstellung und Erläuterung derjenigen Lehren der 
Physik richtete, welche in ihren Resultaten als ausgemacht und 
feststehend angesehen werden können, so dass er also das noch 
Hypothetische weit weniger berücksichtigte. Da nur Ersteres, 
nient Letzteres, für die praktische Anwendung Werth haben kann, 
so ist das von ihm in dieser Beziehung eingeschlagene Verfahren 
jedenfalls als ein sehr zweckmässiges zu bezeichnen. Was ferner 
die Darstellung seihst betrifft, so hat er sich, was dem Zwecke 
des Buchs gleichfalls vollständig entspricht, überall einer einfa-. 
chen Sprache und grösster Deutlichkeit befleissigt, so wie denn 
endlich auch von den Elementen der Mathematik, wo es der be- 
absichtigte Zweck erforderte, ein häufiger und sehr verständiger 
Gebrauch gemacht worden ist. Wir glauben daher das vorliegende 
Buch als seinem Zweck recht wohl entsprechend empfehlen zu 
können, und machen alle diejenigen, welcnc die Lehren der Phy- 
sik nach irgend einer Richtung hin praktisch anzuwenden beab- 
sichtigen, auf dasselbe aufmerksam. Den Inhalt hier besonders 
anzugeben, ist nicht nöthig, weil er der übliche ist. Dass der 
mechanische Theil besondere Berücksichtigung gefunden hat, ver- 
steht sich von seihst; aber auch der optische Theil wird dem 
künftigen Optiker, die Abtheilting über Elektricität dem künftigen 
Telegraphisten, u. s. w. eine gute Vorbereitung auf ihr künftiges 
Fach gewähren. Möge dem Buche daher die verdiente Beachtung 
zu Theil werden. 
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literarischer Bericht. 



Arithmetik. 

Com pend i am der höheren Analysis von Dr. Oskar 
Senium ilch f Professor an der polytechnischen Schule 
xu Dresden. Braunschweig. Vieweg. 1853. 2 Kthlr. 

Ein gutes Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung ge- 
hört nach unserer Meinung, zu den Seltenheiten. Selbst nach 
Cauchy's trefflichen Vorarbeiten, durch welche diesen Diszipli- 
nen bekanntlich eine ganz neue Grundlage gegeben worden, bleibt,« 
wie wir aus dem Munde berühmter Gelehrten gehört haben, im- 
mer noch Vieles zu thun übrig. Cauchy's Metboden sind zwar 
im Wesentlichen streng und gründlich (dass sie dies nicht überall 
sind, wird sich im Verlauf unserer Recension zeigen), aber in 
vielen Punkten gewiss noch der Vereinfachung fähig. Gründ- 
lichkeit und möglichste Einfachheit ist das Ziel, welches 
der Bearbeiter einer wissenschaftlichen Disciplin überhaupt zu er- 
streben hat. Inwieweit der Verfasser des in der Ueberschritt ge- 
nannten Buchs diese Aufgabe gelöst hat, wollen wir einer kriti- 
schen Beleuchtung unterwerfen. 

Die erste Section, die Differentialrechnung, verbreitet sich in 
neun Capiteln der Reihe nach über Differentiation der Funktinnen 
mit einer und mehreren Variabein, über Anwendungen auf höhere 
Geometrie, vieldeutige Symbole. Maxima und Minima, die Reihen 
von Taylor und Maclau rin, Convergenz und Divergenz der un- 
endlichen Reihen und über imaginäre Funktionen, während in einem 
Anhange noch von den höheren Differentialquotieuten der zusam- 
mengesetzten Funktionen die Rede ist. Vermisseu könnte man 
hier die Reihenentv\ickelung der irupliciten Funktionen, nament- 
lich die Reihe von Lagrange, ferner Cauchy's Theorie über, 
die Kennzeichen der Entwickelung der Funktionen in ennvergente 
Reihen (Moigno Le^ons p. 150), endlich Fourier's Methode, die 
WuTzcln der numerischen Gleichungen zu entdecken. Doch wird 
sich die Reichhaltigkeit des Materials immer nach dem jedesma- 

ßanrf XX. 79 
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ligcn Bedürfniss und dem Zweck des Buches zu richten haben. — 
Die Vertheilung des Stoffs betreffend, fallt am meisten auf, dass 
die durch den Rest begrenzte Taylor'sche Reihe nicht in den 
Vordergrund gestellt ist; sie muss bei vielen Untersuchungen, die 
im Buche vorhergehen, z. B. bei der Betrachtung der Funktionen 
mit mehreren Variabein, die Grundlage bilden, wie sich weiter- 
hin zeigen wird. Eine bedeutende Abweichung von den sonst üb- 
lichen Darstellungen besteht darin, dass der Verfasser bei der 
Entwickelung der Funktionen in unendliche Reihen nach dem 
Mac lau ri n' sehen Satze die, wie er sich in der Vorrede aus- 
druckt, immer umständlichen Restbetrachtungen vermieden hat. 
Dem gewöhnlichen Kennzeichen für die Gültigkeit der Entwicke- 
lung substituirt er nämlich zunächst pag. 1_N ein anderes, und 
dann pag. 130 noch ein einfacheres, was freilich für die Reiben- 
entwickelungen eine sehr grosse Bequemlichkeit darbieten würde, 
wenn es nur richtig wäre. Wir kommen weiter unten darauf 
zurück. Diese Theoreme über die Gültigkeit der Entwickelung 
werden, merk\vürdig genug, erwiesen, ohne dass von Convergenz 
der Reihe irgend ein Wort gesagt wird. Ohne diesen vorläufigen 
Begriff kann man doch weder mit der Entwickelung irgend eine 
Vorstelluug verbinden, noch halten wir einen Beweis für ihre Gül- 
tigkeit für möglich. In Cap. VIII. u. 155 wird sodann gezeigt, wie 
das frühere Kennzeichen für den Bestand der Mac lau Tin' sehen 
Reihe mit dem über die Convergenz derselben übereinstimmt. 
Darnach würde folgen, dass diese Keihe immer richtig ist, wenn 
sie convergirt, was aber durchaus falsch ist. Nach dieser allge- 
meinen *üebersicht wollen wir nun in ein näheres Detail eingehen. 

Der Begriff der S te ti gk e it ist anders gefasst als bei Cauchy. 
Die von* letzterem aufgestellte Definition, nach welcher y = f\x) 
eine von x = a bis x=b stetige Funktion von x ist, wenn sie für 
jeden Werth von x in diesem Intervall einen einzigen, endlichen, 
reellen, Werth erlangt, und wenn ausserdem für jeden Werth von 
x zwischen a und b die Differenz f\x \- i) — f{x) mit i unendlich 
klein wird, ist einzig und allein natürlich und richtig. Ebenso 
verändert sich f\x) von x=-a an stetig, sobald f(a) einen einzi- 
gen, endlichen, reellen Werth hat und ('a | /) — /(>) mit t unend- 
lich klein wird. Schlömilch stellt (Seite 5 und 6) zwei Defini- 
tionen der Stetigkeit auf, deren eine er aus geometrischen Be- 
trachtungen ableitet. Zuerst heisst es: „Die Funktion y — f\x) 
verläuft stetig von x~a bis x=b, wenn der Uebergang von 
y = a bis >j~\j mit Durchlaufung aller zwischen a und ß einschalt- 
haren Zwischenstufen geschehen ist, wo a und ß die Werthe der 
y für x = a, x = b resp. bedeuten sollen." Dies beruht jedenfalls 
auf einem Irrthum. Man denke sich b > a, /3> «, c als einen Werth 
zwischen a und 6, endlich eine Funktion, die für x~c ebenfalls 
den Werth ß erlangt. Dieselbe kann nun von x=a bis x — c 
alle Zwischenstufen zwischen a und ß durchlaufen (was sicher ge- 
schehen muss, wenn sie nach Caucny's Begriff stetig von x = a 
bis x = c), aber von x=c bis x — b' kann sie imaginär, unend- 
lich, vieldeutig u. dgl. werden, und unter diesen Voraussetzungen 
würde man sie doch nicht für stetig halten können von x .q bis 
x=b. Der obigen Definition kann nur dann ein Sinn untergelegt 
werden, wenn y von x = a bis x — b fortwährend wächst, falls 
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0>a, oder fortwährend abnimmt, wenn /?<a ist. Die Umkeh- 
rung, dass /"(./) unstetig wird, wenn es Grossen zwischen a und 
ß giebt, welche nicht als Zwischen werthe der Variabein erschei- 
nen, enthält wenigstens nichts Unrichtiges. Auf Seite 6 heisst es : 
„Die Funktion /'(./) bleibt an der Stelle x = ^ continuirlich oder 
erleidet daselbst eine Unterbrechung der Stetigkeit, jenachdem 
die Differenz /U \ <5) — /(; — f.) mit <3 und t gleichzeitig verschwin- 
det oder nicht." Zunächst kann gar nicht die Rede sein von Ste- 
tigkeit an einer Stelle, sondern nur von Stetigkeit von der Stelle 
an oder in der Nähe derselben; man wird vielmehr bestimmter 
sagen: die Funktion wird für den speciellen Werth von x imagi- 
när oder unendlich oder unbestimmt etc. Andererseits stelle man 
sich vor, dass f\\ + &)-f{Xl, /tf — e)— fi& sich derselben von Null 
verschiedenen Grenze A nähere, wenn 6 und s gegen die Null con- 
vergiren, in welchem Falle f\x) in der Nähe von £ unstetig sein 
wird; die Differenz -«)=/tf +*)-/tf) - 

wird dann mit ö und t unendlich klein, und folglich würde die 
Funktion in der Nähe von £ nach Sehl u milch stetig sein, was 
dem Vorhergehenden widerspricht. Sehl ö milch ist auf diesen 
Begriff durch Betrachtung einer Kurve geführt, an der dem Werth 
x = £ zwei verschiedene Ordinaten entsprechen, während sie sonst 
stetig verläuft. Er scheint überhaupt der Meinung zu sein, dass 
die geometrische Darstellung einer zwischen zwei Grenzen von x 
stetigen Funktion in einem ununterbrochenen Zuge zwischen 
diesen Grenzen bestehen müsste; selbst Cauchy sagt (Lecons 
pag. 9): „Ces conditions ne peuvent 4tre satisfaites, qu'autant 
que les differents points formeot une ligne continue entre Jes Hmi- 
tes." Dass diese Vorstellung aber unrichtig ist, kann man an 

der Funktion \i — x sin- 1 sehen. Diese verschwindet für ar=0, 
behält immer bestimmte reelle Werthe, auch wird flO + 1) — /(0) 
= tsin? mit t unendlich klein, folglich ist die Funktion immer 

stetig, und doch ist der Zug von :r= — £ bis ar=-f £ durch den 
Werth ar = 0 unterbrochen. Zwischen x=0 und ar = -f £ oder 
auch x = — • £ und x = 0 zeigt diese Funktion unendlich viele 
Maxiraa und Minima, wenn | eine gewisse Kleinheit erreicht hat. 
Man kann weder sagen, dass sie von .r = 0 an wächst, noch dass 
sie abnimmt. Folgendes Bild (Taf. III. Fig. 12.) veranschaulicht 
den Lauf der Funktion. 

Sieht man von den Fällen ab, wo eine Funktion zwischen zwei 
Grenzen imaginäre, unendliche oder vieldeutige Werthe erlangt, 
so scheint übrigens noch keine unstetige analytische Funktion be- 
kannt zu sein, wenn man nicht etwa manche unendliche conver- 

f entc Reihen oder bestimmte Integrale anfuhren will. So ist die 
unktion x*»(l —x) + x*»+*{l-x) + x^^iX-x) in inf. unstetig 
io der Nähe von x — \, denn für diesen Werth ist sie =0, wäh- 
rend sie gegen die Grenze ^ convergirt, wenn x sich der Einheit 
nähert. 

Das Kapitel über Differenzitung der einfachen Funktionen ist 
insofern gut abgehandelt, als wenig vorausgesetzt wird, nicht ein- 



mal der Binomische Satz für positive ganze Exponenten. Nur bei 
der Differenzirung der Potenz (p. 18)^ ist uns eine Ungenauigkeit 

aufgestossen. Aus der Gleichung HE^—A**" 1 » die für alle ra- 
tionalen X bereits erwiesen, soll unmittelbar hervorgehen, das* 
sie auch für irrationale X gilt, insofern man für A successive 
Bruche setzen kann, die sich dem Irrationalwerth ohne Ende 
nähern. Dieser Behauptung kann jedenfalls nur die Vorstellung 

zu Grunde liegen, dass ganz allgemein ^£ ^mlAm ^fö* sei, 

indem der veränderliche Bruch A gegen die Grenze / convergirt, 
j „ kim. /frc + i, l)~f{x, l) __ Lim. Lim. /fo + 1. k)—f[x, X) ^ 

■ i i X i i 

müsste also erwiesen werden, dass man zu demselben Resultat 

gelangt, wenn man in dem Ausdruck A»** 1 '*) £El3 einer- 
seits zuerst t gegen Null und dann A gegen /, andererseits zu- 
erst A gegen / und dann t gegen Null convergiren lässt. Dies ist 
aber im Allgemeinen gar nicht einmal richtig, wie au Beispielen 
leicht gezeigt werden könnte. Wie man im gegenwärtigen Falle 
diesen Zweifel heben kann, wollen wir hier der Kürze wegen 
nicht weiter zeigen. 

Ganz ähnliche Zweifel erweckt der Beweis des auf Seite 34 
vorgetragenen Satzes. Ist nämlich z=:f(u,v), wo u und v wie- 
derum Funktionen der unabhängigen Variabein x sind, so soll er- 

j j Vfo») dz Bu ozBv dz dz . 
wiesen werden, dass HSi"" = & 0i + S 3? *° » & P art,e,,e 
Differentialquotienten bedeuten. Aendert sich x um Ax, so wer- 
den u u^d r> die Aenderungen Au, An erfahren, und man hat 
Az __ /(t< -|- Au, e) — flu, r) Au f{u + Au,v-\rAt)—f{u+Au, r) Av 

Ax Au ' Ax Av Ax' 

Nähert sich nun Ax der Null, also auch Au, Ac, so ist zunächst 

klar, dass der erste Theil rechter Hand sich der Grenze P^fr^.E! 

ou ex 

nähert. Bliebe in dem zweiten Theil rechter Hand. Au zunächst 
constant, während Av an die Null geht, so erhielte man die Grenze 

fy( |g +^ M » g ^ g^; da aber auch Au gegen die Null geht, so ist die 

c f(u v) Bo * 
richtige Grenze — — k^. Allein diesen Schlüssen liegt offenbar 

eine unrichtige Hypothese zu Grande. Während nämlich Ar sieh 
der Null nähert, kann./?/ nicht einstweilen constant bleiben, denn 
da t< und t> Funktionen von x sind, so ist immer eine gleich- 
zeitige Aenderung dieser abhängigen Variabein vorhanden, und 
wenn man die Sache aus diesem Gesichtspunkt betrachtet, so 
lässt sich schlechterdings nicht absehen, was aus dem Ausdruck 

A»+ A u,v+At)—f(n -f Au, r) 
Av 

wird, wenn Au und Av gleichzeitig gegen Null convergiren. 
Uebrigens glaubt Referent noch nirgends einen richtigen Beweis 
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des obigen Theorems gelesen zn haben. Wir würden den Gegen- 
stand etwa auf folgende Weise behandeln: Für drei abhängige 
Variabele z. ß. sei 

■ 

uz^f\x t y t z), 

wo x,y,z Funktionen von der unabhängigen Variabein s sein sol- 
len. Bezeichnen wir die partiellen Differentialquotienten , 

du * y 

resp. mit <p(x,y,z), il>(x,y,z), %(x,y,z), so ist bekanntlich 

f{x+Ax,y+Ays»+Az)=f(x,y+Ay s z\Az)lv{x+eAx,y+Ay,z+Az)Ax, 
A** y + ^ * + Az)zz:f{x t y t z -f /fc) + y + O'^y, z + 4s) ^ 
y, z + 4z) = f{x, y, z) + %{x, y, z + B"Az) Az ; 

folglich 



Hier ist & eine Funktion von y, x, Ax t Ay, Az; &' < 
Funktion von x, y, z, Ay, Az; %" eine Funktion von x, v, x, 
so aber, das« jede dieser Funktionen zwischen 0 und 1 bl< 



&' eine 
Az, 

so aber, dass jede dieser Funktionen zwischen 0 und 1 bleibt, 
welche Wertbe man auch den Grössen, von denen sie abhängen, 
beilegen mag. LSsst man nun As sich der Null nähern, so wer- 
den dx, Ay , Az gleichzeitig unendlich klein, und man wird auf 
der Stelle übersehen, dass die vorhergehende Gleichung übergeht 
in die Grenzgleichung 
• 

du dx du dy du dz 
1=3 dxcls dy ti$ dz ds * 

Diese Gleichung gilt aber nur so lange, als die Funktionen und 
ihre ersten Differentialquotienten stetig bleiben. 

Etwas zu kurz ist die Differeozirung der impliciten Funktio- 
nen abgehandelt, indem nur der eine Fall beleuchtet wird, wo 
eine Gleichung von der Form f{x, y) = 0 gegeben ist 

Die Theorie der Differentiation der Funktionen mit mehre- 
ren unabhängigen Variabein, welche S. 38 — 40 absolvirt 
wird, ist nns ganz unverständlich geblieben. Wir wollen dies dem 
Herrn Verfasser nicht so sehr «um Vorwurf machen, da uns die 
meisten Schriftsteller in diesem Punkte unklar zu sein scheinen; 
wenigstens ist der Begriff des Differentials einer Funktion von 
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mehreren unabhängigen Variabein in der Regel ein sehr will- 
kührlicber, so dass man gar nicht absieht, was mit einem sol- 
chen Begriffe ausgerichtet werden kann. Die Sache gestaltet sich 
ganz einfach, wenn man den Begriff eines solchen Differentials 
erst dann fixirt, wenn die Anwendungen, z. B. die Theorie der 
Maxima und Minima mit mehreren unabhängigen Variabelii, darauf 
führen. Wenn man nur in allen Fällen weiss, was man will, so 
kann keine Unklarheit entstehen. 

Hat man es nämlich mit einer unabhängigen Variabein zu 
thun, so ist nach der Taylor sehen Reihe 

f{x + i)=f(x) + if(x) H^^H...^-^^ 

d. h. wenn /fcr-f t) nach Potenzen von t entwickelt wird, so sind 
if'(x), &f"(x) t iy^ix) etc. die successiven Differentiale von /{x), 
wo i ganz willkührlich. In ähnlicher Weise findet sich 

+ ^ <p(x + Sah, y + Sah', % + Sah"), 

\£ h ^ dy * J ** ie kannte symbolische Bedeutung 
hat, wo ferner <p(x-{-9ah, y+6«A', x+0aA") denjenigen Werth 
bedeutet, welchen die Funktion 2 ) = | J£ + j 

erlangt, indem man x -{- Qah an die Stelle von x etc. setzt. 9 
ist ein Werth zwischen 0 und 1. Macht man in vorstehender 
Formel a = l, so ist die Funktion /fcr+A, y + A', 2+ A") in eine 
nach Potenzen und Produkten von A, A', h' r fortschreitende Reihe 
entwickelt, und der obigen Betrachtung analog nennt man 



wo 



etc. die successiven Differentiale von f[x,y,z), wo A, U. h" 
ganz willkührliche GrGssen bedeuten. Die obige Formel findet 
man in dem Compendium von Schlomilch (p. 146.) nur für den 
Fall, dass « — 1 und zwei Variabele x f y vorhanden sind, ent- 
wickelt, doch ohne Angabe des Restausdruckes. 
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Auf Seite 42 wird die Ableitung S zuerst als die Grenze de- 

finirt, gegen welche der nie Differenzenquotient convergirt, wenn 
dx sich der Null nähert. Da fehlt nun der gar nicht leicht zu 
gebende Nachweis, dass diese Grenze mit dem durch successive 
Differenzirung gewonnenen nten Differentialquotieuten iden- 
tisch ausfällt. 

Auf Seite 50 ist der Beweis für die Gleichung k~k~ =r « tc~ 

° oxoy oyox 

nicht streng genug, wie man nach dem, was oben gesagt wor- 
den, leicht finden wird. Nach einem richtigen Beweise dieser 
Gleichung sucht man in den meisten Lehrbüchern vergebens. 

Der Satz p. 60: „ Verschwindet f'\x) für einen speciellen 
Werth von x, ohne dass zugleich fx=zQ wird, so findet io dem 
betreffenden Punkt der Kurve ein Infi ex ionsp unkt statt", ist 
falsch. Es ist vielmehr erforderlich, dass die erste der Anleitun- 
gen f m (x), f tf, '(x) etc., welche nicht verschwindet, von ungera- 
der Ordnung sei. Würde also z. B. / w (*) = 0, f Ir (x)^0, so 
fände kein Wendepunkt statt, wie bei der Funktion f\x\ = a -f b x 
-f fär x=0. 

Die Theorie des Krümmungskreises wird wohl am besten aus 
der allgemeinem Theorie der Berührung höherer Ordnungen, von 
welcher sich in diesem Buche keine Spur findet, hergeleitet. 
Denn die allgemeinen Methoden verdienen immer den Vorzug. 
Es ist auch nicht geradezu nachgewiesen, dass der Osculations- 
kreis sich unter allen denkbaren Kreisen am Engsten an die Kurve 
auschliesst, auf welchen Punkt es doch gerade ankommt. Herr 
Prof. Sehl Ji milch betrachtet den Krümmungsmittelpunkt als den 
Durchschnitt zweier unendlich benachbarter Normalen der Kurve. 

Von der Evolute eiuer ebenen Kurve hätten die beiden Ei- 
genschaften erwiesen werden sollen : 1) dass der Krümmungsra- 
dius die Evolute immer tangirt, und namentlich 2) dass die Diffe- 
renz zweier Krümmungsradien immer dem zwischenliegenden Bo- 
gen der Evolute gleich ist; die letztere Eigenschaft deshalb, weil 
es pag. 73 heisst: „Die Benennung Evolute kommt daher, dass 
man sich die ursprüngliche Kurve durch Abwickelung eines um 
die Evolute gelegten Fadens entstanden denken kann." 

In der Theorie der Linien von doppelter Krümmung vermis- 
sen wir die Bestimmung der Osculations ebene, der Haupt- 
normale, des Torsi o nsmaasses. Das letztere ist besonders 
wichtig, wenn es sich um die Frage handelt, ob eine räumliche 
Kurve von einfacher oder von doppelter Krümmung ist. Den Be- 
griff der anschliessenden Ebene und der Hauptnormale kann man 
nicht wohl entbehren , um eine deutliche Ansicht vom Krümmungs- 
kreis zu erlangen. Die von Schlo milch gegebene Bestimmung 
des Krümmungsmittelpunktes einer doppelt gekrümmten Linie ist 
ziemlich willkührlich. Er sucht nämlich den Durphschnitt zweier 
unendlich benachbarten Normalebenen und fällt auf denselben ein 
Perpendikel von dem betrachteten Punkte aus, welches dann der 
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Krümmungsradius ist; oder auch der Krümmungsradius ist die 
Grenze, gegen welche das Verhältnis* des Bogendifferentials zum 
Conti ngenzwinkel convergirt, wenn beide unendlich klein werden. 
Uebrigens vereinfacht sich die Formel 10) Seite 82, indem man findet 

. es* 



Die Behauptung auf Seite 86, dass der Ort der Krümmungs- 
mittelpunkte eine. Evolute der gegebenen Curve sei, beruht wohl 
auf einer Uebereilung. Das Gegentheil hiervon ist schon lange 
erwiesen; bei einer Kurve von d oppelt er Krümmung berühren die 
Krümmungshalbmesser weder den Ort der Krümmungsmittelpunkte. 
noch ist das Differential des Krümmungshalbmessers dem Diffe- 
rential des Bogens dieser Kurve gleich. Die letztere ist somit 
keine Evolute. 

Die bei der Bestimmung der so wichtigen Lehre von den 
Maxim i« und Minimis angewandte Methode führt, weiterentwickelt, 
nicht auf die einfachen Bedingungen hin, auf welche es in diesem 
Gebiete in letzter Instanz ankommt. Ist nämlich u-=zf(x,y,z....) 

rr Verfasser 



die zu untersuchende Funktion, so betrachtet der Herr 
sc , y , a Is Funktionen der unabhängigen Variabein t, wonach nun 
das Problem zufolge der Theorie für Funktionen mit einer un- 
abhängigen Variabein auf die Untersuchung der successiven Ab- 

leitungen ^ , ^ etc. zurückkommt. Diese höheren Difforential- 

quotienten fallen nun immer verwickelter aus, je weiter man geht, 
z. B. für zwei Variabele: 

du _BuBx BuBy 

u. s. w. 



und wenn auch nachher immer einzelne Glieder wegfallen, wie z. B. 

g^=0, ^=0 s «' in niuss, so rouss man doch vorher die obigen 

Ableitungen vollständig entwickeln. Basirt man aber die Theorie 
vom Grössten und Kleinsten auf die oben entwickelte endliche 
Reihe für /"(.r-f «A, y-\-cth', z-\-ah'\ etc.), so stellt sich für be- 
liebig viele Variabele' ein einfaches Resultat heraus, nach welchem 
es nur auf die Betrachtung des Differentials 

'Bu , Bu 



(nach der symbolischen Bezeichnung) ankommt; wenngleich die Be- 
dingungen dafür, dass eine ganze homogene Funktion mehrerer 
Variabein ihr Zeichen nicht ändert, sich allgemein nur schwer 
entwickeln lassen. 
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Wir sehen uns nun im Interesse der Wissenschaft leider ge- 
nuthigt, die Haup tirrthümer in dem Buche zu berühren. Auf 
Seite 127 und 128 finden sich folgende Theoreme: 

1) Bleiben die Funktionen f\x), f(x), fix) etc. endlich und ste- 
tig innerhalb des Intervalls x bis x\h, so gilt die Formel 

M=/[^)+W + p/W + 

und zwar für alle x und k y welche der Bedingung 



Genüge leisten. 

2) Bleiben die Funktionen ftx), f(x), fix) etc. endlich und 
stetig innerhalb des Intervalls U bis x, so ist 

Rx) = flQ) + f (0)* 4 x* + .... 

und zwar för alle x, welche der Bedingung 

f*(Q)x*- 1 
L,m 1.2....(«-.1)= 0 

Genüge leisten, 

Dass diese Bedingungen unzureichendsind, zeigen wir ander Reihe 

/fcr)= 1 + x + gjjgi** + + ~ + .... 

=Ao + A&* + A&* + .... 

Hier ist n/l^-^p^-^z«- 1 , also för ar=l, Lim^t^na*- 1 ) ==0; 

also ntüsste die obige Reihe für a = 1 selten, was keinen Sinn 
bat, indem^Abel in Cr eile's Journal. Bd. 3. bewiesen hat, dass 

2lo~g~2' 3loi3' TloTi etc * e * ne diver ßente Reihe ist. Damit 
überhaupt die Maclaurin'sche Reihe Gültigkeit habe, muss sie 
vor allen Dingen couvergent sein; dies drückt aber die Bedin- 
gung L\m(nAnX*- l )=Q keinesweges aus. Auf Seite 130 beweist 
Herr Prof. Schlömilch, dass man der Bedingung Lim (nA»x*- 1 ) 

z=zO die folgende val num x^Lim^— substituiren könne. Diese 

Bedingungen sind aber durchaus nicht identisch, aus der zweiten 
folgt allerdings die erste, aber nicht umgekehrt Die letztere Be- 
dingung drückt bekanntlich die Convergeuz der Reihe aus; wäre 
sie richtig, so würde folgen, dass die Maclaurin'sche Reihe 
immer f{x) zur Summe hat, wenn sie convergent ist. Aber auch 
dies ist falsch, wie Caucby (Lecons pag. 105) an folgendem Bei- 

79» 
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spiel gezeigt hat. Entwickelt man die Funktion -f r-#« nach 
dem Maclau rin' sehen Satze, so findet sich 

l - x 6 X* 

e- +^- J -^+i. 2 -i.2.3 + 1.2.3.4 ~ ctc,; 

alle Differentialqnotienten der Funktion siud stetig, die Reibe ist für 
alle Wertbe von x convergent, und doch ist die obige Gleichung 
falsch, denn die Summe der unendlichen Reihe ist =f— **, d. b. 
nur dem ersten Gliede linker Hand gleich. Entwickelt man also 
f{x) nach dem Satze von Mac lau rin in die unendliche Reihe 

so genügt es nicht, die Bedingungen der Convergenz dieser Reihe 
festzustellen, um sie der Funktion gleichsetzen zu können. So 
verfährt aber Sch lu milch bei allen seinen Reihenentwickelun- 

fen. Die Sache ist auch ganz klar. Bezeichnet nämlich q>(x, n) 
en Rest der Reihe, so ist geoau 

Convergirt nun bei unendlich wachsendem n die Summe der Reihe 
gegen die Grenze &(x), der Rest gegen die Grenze ty(x), so folgt 
w(x) + il>(x)=/Xx), also kann &(x) nur dann = /X*) sein, wenn 
ty(x) verschwindet. 

Eine zweite Frage ist die, ob eine nach aufsteigenden ganzen 
Potenzen von x geordnete convercente Reihe mit der Maclau- 
rin'schen identisch sein muss? Cauchy und Schlumilch be- 
haupten dies (Lecons p. 105 ; Compendium p. 147) ; aber die gese- 
henen Beweise sind nicht streng. Cauchy's Beweis besteht da- 
rin, dass er die Gleichung f{x)=za 0 -\-a l x -f a^x % -\- .... succ. diffe- 
rcnz'n t und dann immer ./■--() setzt, wo es sich fragt, ob man x 
klein genug nehmen kann, dass die Summen n, -{■2a 7 x-^Za^x l -\-..,., 
1.2<i 2 -i-2.3ff 3 a* + 3.4fl4^ + ...., etc. den Grenzen o,, 1 .2o 2 etc. be- 
liebig nahe kommen. Sc hl ömi Ich 's Verfahren kommt im We- 
sentlichen eben darauf hinaus. Es ist 

• » 

/[x)-a 0 -a lX -...-a a .,^ =an+g ^ x+a ^ + ^ . 

« 

wenn nun die Reihe a^, a ± x' l t a z x*, etc. immer convergent bleibt 
von x — 0 bis x=i, so ist zu beweisen, dass die Summe der Reihe 
mit x unendlich klein wird. In meiner Abhandlung : „Bemerkun- 
gen zur Couvergenz etc." (Archiv XX. p, 45) habe ich gezeigt, 

dass dies immer der Fall ist, wenn das Verhäitniss — ~ eine endliche 

an 

Grösse nicht übersteigt Wie die Sache sich in den übrigen Fäl- 
len verhält, bleibt einstweilen zweifelhaft. 
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Auf Seite 131 heisst es: „Die aus dem Theorem von Mac- 
lanrin abgeleiteten Gleichungen dürfen auf gewöhnliche Weise 
differenzirt werden, ohne dass das Gültigkeitsintervall der Varia- 
bein zu ändern wäre." Dies ist falsch, denn wenn die Reihe 
Oq -f- tt\X + a*s* -f . .. convergent Ist, so braucht nicht a t + 2a^x 
+ 3a3^: 2 + .... eine convergente Reihe zu sein. » 

Auf Seite 135 - 36 ist die Entwicklung von secor fehlerhaft. 
Man hat freilich 

seco:=l + (l — cosar)-f-(l— cos*) a +.... für — ^ + 

jetzt aber die einzelnen Glieder nach Potenzen von x entwickeln 
und dann in irgend einer Ordnung die Glieder zu vereinigen, ist 
nicht erlaubt (vergl. meine Abhandlung Archiv XX.). Ebenso steht 
der Grenzübergang auf Seite 142 nicht frei. 

Auf Seite 156 ist bewiesen, dass w 0 , u lf !%,.„. eine conver- 
gente Reihe ist, wenn Lim 0 n 3 ^ ^" ^* bätte hier 

auch bewiesen werden sollen, dass die Reihe divergent ist, wenn 
jene Grenze kleiner als die Einheit ausfallt. Dies konnte sehr 
leicht durch die Ungleichung 

\+&*^=Q+ r ¥)0*i£h OSO 



a 



bewerkstelligt werden, indem man beachtet, dass die harmonische 
Reihe divergent ist. 

Bei dem Satze Seite 158 fehlt der wichtige Zusatz: „dass 
die Glieder fortwährend abnehmen." 

Der Satz auf Seite 161 ist falsch, wo es heisst: „Der Diffe- 
rentialquotient von der Summe einer unendlichen Reihe ist die 
Summe von den Differentialquotienten der einzelnen Glieder, je- 
doch nur dann, wenn sowohl die ursprüngliche, als die abge fei- 
tete Reihe convergirt" Es ist z. B. 

log(l [*(1 - j*>] + [*«4~J*)] + - J*)] + etc. 

für x = \, dagegen 

1^.= [1-*] + Ml-*)] + [*«(l-;r)]+.... 

nicht richtig für a?=l. Die Differentiation einer unendlichen con- 
vergenten Reihe ist im Allgemeinen niemals erlaubt, wenn auch 
die abgeleitete Reihe immerhin convergent ist. Der Fehler in 
Schlömilch's Beweis liegt in dem Ausdruck: „es vermindern 
sich alle p." 
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• 

üass das Resultat unserer bisherigen Betracbtuogen über die 
Differentialrechnung des Herrn Verfassers für denselben nicht 
sehr günstig ausgefallen ist, bedauert Referent um so mehr, 
als ihm das mathematische Talent des Horm Professor Schlö- 
gl liefe, der sich bereits durch andere ausgezeichnete Arbeiten 
einen wohlbegründeten Ruf envorben, nicht verborgen ist. Wir 
würden uns geschmeichelt fühlen, wenn Herr Schlümilch unsere 
Ansichten nicht geradezu verwerflich lande und vielleicht hei einer 
spateren Bearbeitung des Buches darauf Rücksicht nähme. Ge- 
spannt sind wir auf die Integralrechnung, über welche sich hof- 
fentlich ein günstigeres Urtheil wird (allen lassen. 

Stralsund im April 1853. 

Dr. Arndt 



(Das Referat über die Integralrechnung im nächsten Helte.) 
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LXXX. 

Literarischer Bericht. 

# 

■ 

Arithmetik. 

Compendium der hffhern Analysis von Dr. Oskar 
Schlömilch, Professor an der polytechnischen Schole 
zu Dresden. 2te Section. (Integralrechnung.) Brauti- 
schweig. Vieireg. 1853. 2Rthlr. (Vgl. Liter. Her. Nr. LXXIX.) 

Die Integralrechnung zeichnet sich durch Reichhaltigkeit des 
Materials aus. Man findet hier Gegenstände abgehandelt, die man 
iu deu meisten derartigen Werken gänzlich vermUst, z. B. die 
nach den Sinussen und Cosinussen der vielfachen Bogen, fort- 
schreitenden Reihen voo Fourier, die Fourier' sehen Doppel- 
integrale, den Integrallogarithraus und Integralsiuus , endlich den 
freiheh nur sehr kurzen Aljriss einer Theorie der elliptischen 
Funktionen. Die Darstellung ist übersichtlich gehalten, und 
überall, wo es angeht, an geometrische Betrachtungen ange- 
knüpft worden, was dem Verständniss der Sachen ohne Zweifel 
sehr förderlich ist. Referent hat auch mehrere dem Verfasser 
eigentümliche Betrachtungen wahrgenommen; dahin gehören die 
Theorie der periodischen Reihen von Lagrange und Fourier, 
die Capitel über Integrallogarithmus und Integralsinus, der Be- 4 
weis für den Ausdruck der Betafunktion durch drei Gammafunk- 
tionen, filr welchen Jacobi (Crelle Bd. II. S. 307.), Dirich- 
let und Poisson andere Herleitungen gegeben haben. 

Was jedoch die in dem Werke befolgten Methoden anbetrifft, 
so kann Referent sich nicht enthalten, auf einzelne Darstellun- 
gen aufmerksam zu machen, die nach seiner Ansicht einer stren- 
geren Begründung bedürfen. 

Die Herleitung des Summenausdrucks für ein bestimmtes In- 
tegral giebt manchen Zweirein Raum. Es kommt (S. 192) darauf 
an, zu zeigen, dass die Grossen pi , o, z , .... q„ beliebig klein ge- 
macht weraen , indem man weiss , class q* mit d J unendlich klein 
wird, q. 2 mit S 2 , während o", constant bleibt, q 3 mit öj, während 
i\ und S 2 constant bleiben u. s. w. Konnte man über alle ö 
willkührlich verfügen , so wäre die Sache klar. Nun rauss aber die 
Summe aller d stets =zb — n sein, also kann man nur über n — 1 
der Grossen d lt 6^,.... <?„ willkührlich verfügen, und es folgt nun 
nicht, dass man jede der n Grossen g lf ^,....q„ beliebig klein 
machen kann. An Moigno's Beweis ist eben dasselbe auszu- 
setzen. Es ist merkwürdig, dass die meisten der nns bekannten 

Hand \\. HO 
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Schriftsteller über höhere Analysis nicht einmal für einen so ein- 
fachen Satz einen richtigen Beweis gegeben haben. Seite 203 
ist ein kleiner Irrthum. Bei der Integration der Gleichung 

* fl*,r-Mr)-fl*,r) _8fl*,r) 

ist e als Constante behandelt, während es in der Regel eine Funk- 
tion von x ist? statt t/Bx muss also f eBx gesetzt und gezeigt 
werden, dass ftBx mit £ unendlich klein wird, wenn die Integra- 
tionsgrenzen endlich sind. Dieser Nachweis erfordert einen Satz 
von clen bestimmten Integralen, und erst in dieser, im Buche spä- 
ter vorkommenden Theorie kann der Satz über da* Differenziren 
unter dem Integralzeichen vorkommen. 

Die Darstellung der Zerlegung der gebrochenen rationalen 
Funktionen in Partialbrüche hat uns wenig zugesagt. Es ist näm- 
lich nirgends die Mügl ichkei t der angenommenen Formen für 
die Zerlegung nachgewiesen, denn daraus, dass man nach der Methode 
der unbestimmten Co^fficienten immer ebenso viele Gleichungen 
erhält, als Coefficienten vorhanden sind, folgt doch nicht, dass 
sich aus diesen Qleichungen (wenn auch linear) immer bestimmte 
und endliche Wertheergeben. Uebrigens giebt es in dem Falle, 
wo der Nenner imaginäre Factoren hat, eine viel einfachere Zer- 
legungsart, als die allgemeine. 

Seite 239 vermissen wir einen wichtigen Beweis. Auch konnte 
der Satz sogleich verallgemeinert werden, nämlich , wenn «,, 
1*3,.... eine Reihe von Grössen, deren Glieder stetige Funktionen 
von x zwischen den Grenzen a und b sind , und wenn die Reihe 
für alle x zwischen a und b convergent ist, also eine Summe 
f(x) hat, so ist 

J Uidx + J a%&r -f etc. 

a a 

ebenfalls eine convergente Reibe, deren Summe =J f(x)dx ist. 

■ 

Setzt man u t -f 0»+— • + w»=*«, f/«+i + *«+ t + in inf. = R m , so ist 

/I pb nb 

f(x)Bx = I Sndx+J Rjx; 

a a 

» 

daraus nun, dass R n mit n = oo verschwindet, muss bewiesen wer- 
den, dass j* Rndx ebenfalls unendlich klein wird. Dieser Nach- 

a 

weis ist wiederum mit Hülfe eines bekannten Satzes über be- 
stimmte Integrale zu geben. Uebrigens dürfen a und b nicht un- 
endlich gross sein. 

Zur approximativen Quadratur entwickelt der Verfasser die 
Simpson 'sehe Regel; dieselbe ist zwar praktisch sehr bequem, 
doch fehlt es an der Bestimmung der Fehlergrenze. Referent be- 
dient sich gewöhnlich der schönen Methode von Newton, welche 
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vortrefflich in Minding's „Integralrechnung" auseinandergesetzt 
ist und* nach der Verbesserung von Gauss sehr grosse Genauig- 
keit giebt. (Jacobi in Crelle's Journal Bd. I. p. 301 ff.) 

Seite 306 ff. wird mit Recht darauf aufmerksam gemacht, dass 
das Differenziren unter dem Integralzeichen nicht erlaubt sei, wenn 
eine der Integrationsgrenzen unendlich ist. Der Verfasser will nun 

3^ ermitteln aus 

u — l e~ hx sin rx — • • 

Er findet 

du /»OD /»OD 

2i=l e- k *conrxdx + / Qr~ k *dx, 

indem er 

dsxnxr 

Ar - = j;(cosjt-Fp) 

setzt. Er betrachtet nun aber wieder o als Constante, indem er 

i 

/»OD X>0D 

/ Qe~ kx dx-=Q § e~ is dx 

o . o 

nimmt, was offenbar falsch ist, da o der obigen Gleichung zu- 
folge eine Funktion von x ist ■ 

S. 316 ist Missbrauch getrieben mit dem Differenziren einer 
unendlichen Reihe, worauf wir schon öfter aufmerksam gemacht 
haben. 8. 317 ist eine einfache Reihe ohne Weiteres in eine Doppel- 
reihe umgestaltet, welche Methode häuGg fehlerhafte Resultate giebt. 

Die Herleitung der periodischen Reihen von Fourier gebort 
im Wesentlichen Dirichlet (Crelle's Journal Bd. 4.); der 
Verfasser hat es indessen auf Vereinfachung dieser so scho- 
nen und strengen Metho.de abgesehen. Herrn Schlömilch's 
Beweis würde sich in der That durch seine Einfachheit sehr em- 
pfehlen, wenn er nicht erheblichen Zweifeln ausgesetzt wäre. 
Diese Zweifel bestehen in folgenden Punkten: J) Indem gezeigt 

wurde, dass^* f{t)cosktöt einen endlichen Werth behält, 
■ 

wenn k unendlich gross wird, musste auf die Fälle Bezug ge- 
nommen werden, wo f'(t) zwischen den Grenzen a und 6 unend- 
lich, unbestimmt oder unstetig wird. 2) Nachdem bewiesen wor- 

/I • 
f{l)s\nktat mit k=CD verschwindet, falls f{t) von 

a bis 6 entflieh bleibt, setzt Schlomilch 

m . F{x + t)-F{x) . 
f{t) = sh^ ' 
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auf diesen Fall kann aber das vorhergehende Theorem nicht an- 
gewandt werden, da /(/i itir /=0 anendlich werden kann, dann 
nämlich, wenn F'(x) unendlich gross ist. — Uebrigens gilt die 
Formel (5) p. 332 der gegebenen Uerleitung gemäss nur für ein 
ganzes ungerades k, mithin ist der Dirichlet 'sehe Satz weit 
allgemeiner. 

Bei Abhandlung der Eul er' sehen Integrale hätte wohl der 
Legendre' sehe Satz, von dem Dirichlet einen so meisterhaf- 
ten und einfachen Beweis gegeben, nicht fehlen dürfen. 

Von Seite 365—95 werden die einfachsten Eigenschaften der 
elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung entwickelt. Re- 
ferent vermisst die elliptischen Funktionen der dritten Art, sowie 
die elliptischen Funktionen mit imaginärem Argument; auch 
durften wohl Anwendungen auf die Lemniscaten am Orte gewe- 
sein. 



Die Herleitung der Additionsformeln hätte manche weitläufige 
Transformationen überflüssig gemacht, wenn der Herr Verfasser 
die Formel (15) p. 368 zum Ausgangspunkt gewählt hätte. Uebri- 
gens hat er nicht nachgewiesen, dass diese Formel immer reelle 
Werthc von o liefert. Die Division der elliptischen Funktionen 
betreffend, hat sich ein Irrthum eingeschlichen, indem es Seite 37*2 
heisst, dass zur Bestimmung der Amplitude q { immer die Auflö- 
sung einer algebraischen Gleichung vom Grade m* nöthig sei. Ist 
nämlich m eine gerade Zahl = 2n, so hat man bekanntlich 

sin am 2«0 = xyi ,ho« = sin am0, y — cos am 0, z = Jamß, Ptm, 

Ü2u ganze algebraische Funktionen von a?, die erste vom Grade 
(2n)* — 4, die andere vom Grade (2»)*; macht man nun die Gleichung 

sin am 2*0= 5* x^\-^Vl ~J^ 

***** , i 

(k deT Modulus) rational, so kommt sin Hm2nß= wo die 

Funktion 0 vom Grade 8n* ist Um also sin am J- zu bestimmen, 

ist die Auflösung einer Gleichung vom Grade 2(2«)* erforderlich. 
Wollte Herr Sc hlo milch auf diesen Gegenstand nicht ausführ- 
licher eingehen, so musste die Bemerkung über den Grad der 
aufzulösenden Gleichung wohl überhaupt wegfallen. Damit näm- 
lich dieser Grad der kleinstmügiichste werde, darf die Bestimmung 
von sin am mß, cosain«i0, Jammß mit Hülfe des Additionstheo- 
reros nicht durch willkührliche Zerfällung des Arguments mß vor- 
genommen werden. Setzt mau z. B. 60 zusammen aus 20 und 4ß, 

so steigt der Nenner *S in sin am 60= ^ xV 1 -** V 1— auf 

den 408ten Grad, dagegen nur auf den 36sten Grad, wenn 60 aus 
30 + 30 zusammengesetzt wird. Nur unter der besonderen Vor- 
aussetzung, dass 2n0 immer aus w0 + 7i0, (2n+l)0 aus n0+(n+l)/3 

zusammengesetzt wird, führt die Bestimmung von sinara-0, 
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11 

cos am -ß, 4am-ß auf eine Gleichung vom Grade m a (oder 2m a , 

wenn es sich um sinam bandelt und in gerade ist). Der Beweis dieses 
Theorems erfordert jedoch ein näheres Eingehen auf den Gegenstand. 

Bei der Lande n sehen Substitution haben wir ebenfalls einige 
Bemerkungen zu machen. Es ist 

wo 

&\x\(2<p x -ip)-=ks\ncp, K\nC2<p t — <p,) =k y sin 97, et«. 

Das» nun 1'« gegen die Einheit convergirt , wenn n unendlich wird, 
hat der Verfasser nicht erwiesen« Auch fehlt die Bestimmung der 
Fehlergrenze bei Anwendung dieser Formeln. Setzt man nämlich 

so ist leicht zu erweisen, dass der begangene Fehler kleiner als 

23 2 2sin»;(y-t-y B ) m . . r . . 
■ . > » i , ± • •••• i— 7— i — • ■ — — Wn, welche b rosse ne- 

liebig klein gemacht werden kann. Ebenso ist im Fall der Ver- 
kleinerung des Modul us nicht gezeigt, dass der letztere sich der 
Null nähert Macht man hier 

1_VT^Ä* , l-Vl-A-,* 
sin2<p 

tang y - 1== ^ |4 , coa2y , etc. 

r{kytp)— 5 2 — 2 

so lindet sich der Fehler 

convergirt also gegen Null. 

Die Werthbestiramune der Fourier 'sehen Doppelintegrale 
(S. 409) beruht auf der Umkehrung der Integration; mir scheint 
aber eine solche Umkehrung nicht immer zulässig, wenn die Grenzen 
der Integration unendlich sind. Die Formel 
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scheint einer genauen und gründlichen Untersuchung zu bedürfen. 
Ist z. B. fp) = l t so hat sie wohl keinen rechten Sinn, da in 

p OD 

diesem Falle / cos to&dö unbestimmt ist. 

Die Existenz des Integrals einer Differentialgleichung von der 
Form ^=2(:r,y) wird zuerst durch geometrische Betrachtungen 

dargethan. Diese Ansicht der Sache (p. 437) ist jedenfalls wohl 
nicht die rechte. Die Differentialgleichung sei nämlich 



Geht man von den Anfaugswerthen .r=0, y=r aus, so ergiebt 
sich durch Wiederholung der Tangentenconstruction die Gerade 
y — r, welche bekanntlich das singulare Integral der Gleichung 
darstellt. Der Kreis ar*+y*=r* geht ebenfalls durch den Punkt 
ar=0, y=r, er genügt auch der Differentialgleichung und reprä- 
sentirt ein particulär es Integral. Wäre nun die geometrische 
Ansicht der Sache die angemessene, so müssten sich doch, wenn 
man die Construction von einem bestimmten Punkte an beginnt, 
gleichzeitig das singulare und particuläre Integral ergeben, wenn 
beide vorhanden sind. Ebenso g ehen durch den Pun kt a?=Q, 

y = %a der Kreis y=Sf aar— x Ä +i" a » und die Parabel y=V ax+\a\ 
deren Gleichungen resp. das particuläre und das singuläre Inte- 
gral der Gleichung ||=^- V cur— y*-H<** darstellen, wäh- 
rend die Tangentenconstruction wiederum nur das singuläre Inte- 
gral liefert. Uebrigens konnte der Herr Verfasser analytisch sehr 

leicht nachweisen, dass der Differentialgleichung ^z=z%(x,y) nicht 

mehr als zwei Integrale genügen, deren eines das allgemeine, das 
andere das singuläre ist. 

Seite 447 vermissen wir den Beweis dafür, dass ein integrirender 
Factor immer existirt, w enn tpdx \ -\i>oy kein vollständiges Differential ist 

Die Integration der lineären Differentialgleichungen wird zu- 
erst an dem Falle durchgeführt, wo die Gleichung von der zwei- 
ten Ordnung ist Um Wiederholungen zu vermeiden, hätte der 
Verfasser das Problem von Anfang an allgemein behandeln kön- 
nen. Sehr sonderbar ist die Herleitung des Integrals der Glei- 
chung ^»+o|f + ty=0 för den Fall, dass die Wurzeln der Glei- 
chung :*-f az -|-6=0 einander gleich sind. Sind die Wurzeln zu- 
erst verschieden (A. und iL), so setzt Schlomilcb A. 2 — Ä, + <5 
und hat y — r> m (\ f (\t" ]r )- Macht man (5 = 0, so kann immer 
nur herauskommen y = Const. e* 1 *; der Verfasser verwandelt aber 
e rf ' z nach der Exponentialreihe, findet y=e*->* (C+C j:-\-\C'&x % +..J\ 
und gelangt nun zu der Form y — (C+C'x)e x i*. Da er aber C*=C%& 
gesetzt hat, so ist C*= 0 mit d=0, und somit kann keine 
Form herauskommen. 
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Uebrigeps bat Referent bei der Integration der linearen Dif. 
ferentialgleichungen in den ihm bekannten Werken überall den 
Beweis dafür vermisst, das« das Integral immer auf die bekannte ange- 
nommene Form gebracht werden kann, was doch sehr wesentlich ist. 

Die Integration der totalen Differentialgleichungen mit mehre- 
ren Variabein ist sehr kurz behandelt. Referent ist der Meinung, 
dass dieser Gegenstand ganz wegbleiben konnte, denn mit Halb- 
heiten ist doch nichts anzufangen. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen, welche 
den Schill** des Buches bildet, wird auf die Integration von si- 
multanen Gleichungen*zuriickgefiihrt. Die ganze Herleif ung (p. 528 ff.) 
ist aber dem Referenten ganz unverständlich geblieben (nament- 
lich p. 529) und muss auf ganz andere Weise gegeben werden. 

Stralsund, den 17. April 1853. 

Dr. Arndt. 

Heber eine Sammlung von bestimmten 

Integralen. 

Das* dem Mathematiker Tafeln nöthig sind, bedarf wohl nicht eine« 
Beweises; insbesondere braucht er solche, die ihm die Resultate ver- 
schiedener, oft mühseliger Forschungen in der Ordnung vor die Augen 
bringen sollen, wie er sie zu benutsen Anleitung findet. Wer ist nicht 
froh, das« Andere vor ihm die Logarithmen berechnet haben; sonst würde 
ihr Gebrauch ihm wohl vertagt sein, und doch könnte er sie seihst 
berechnen nach festgesetzter, gleichförmiger Behandlungsweise. Diese aber 
fehlt gänzlich bei einer anderen Art von Ausdrucken, den bestimmten Inte- 
gralen, und desuhalb dürfte bei deren häufigem Gebrauche eine Tafel 
wohl nicht fehlen unter den mathematischen Hülfsmitteln. Es ist aber 
dein nicht so: obschon bei anderen Sammlungen auch wohl Tafeln 
mit einigen bestimmten Integralen mit aufgenommen sind, so ist doch, 
meines Wissens , nicht da , was man einigermassen vollständig 
könnte. Woran aber kann dies wohl liegen? 

Erstens^ Ist die Metbode der ganzen Integralrechnung gewiss 

sen eine indirecte, so gilt diess namentlich von der Lehre von den be- 
stimmten Integralen. Es ist nur durch eine grosse Anzahl ganz verschie- 
dener Methoden gelungen', die Formeln zu sammeln, dio uns jetzt zu 
Gebote stehen. Nachdem für diese von Euler, Cauchy, Legendre, 
Poisson, Laplaceder Grund gelegt wurde, sind seitdem die Me-^ 
thoden vermehrt und durch eine Menge Mathematiker zur Ermittelung 
neuer Formeln angewandt worden. Diese Arbeiten sind überall in Jour- 
nalen and in den Abhandlungen der verschiedenen Academien zerstreut. 
Daher ist wohl nicht ein Jeder in der Lage, diese verschiedenen Resul- 
tate zu benutzen, weit weniger sie alle bei einander zu haben. 

Noch führt dasselbe Indirecte in der Methode zu einem anderen 
notwendigen Hebel, welches, wie in der Integralrechnung überhaupt 
weit stärker in diesem Theile hervorragt: das« es in dem Bekannten zu- 
weilen kleinere, öfter auch grössere Lücken giebt, dass Ausdrücke, oft 
aur um ein Weniges verschieden, doch mittelst anderer Methoden* und 
bisweilen gar nicht zu ermitteln sind; ja, man könnte hier fast sagen, 
das« es noch gar kein Ganzes gebe and lauter einzelne Bruchstücke da 
stehen, welche zu einem Ganzen zusammenzubringen noch nicht gelun- 
gen ist Diess hat seinen Grund, wie gesagt, in der ganzen indirecten 
Behandlungsweise and auch wohl in deren Verschiedenheit. 

Einen eigentümlichen Vortheil gewährt so haben kann aber der 
Ungleichartigkeit der Methoden nicht abgesprochen werden; oft ist man auf 
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von einander ganz unabhängige* Wegen au denselben Resultaten gelangt, und 
man konnte aUo die eine Methode mitteUt der anderen prüfen und ihre 
Gültigkeit beweisen. Nicht immer indessen war diese« der Fall , swndcrn 
nicht selten waren die Resultate mit einander im Streit und also die 
Unzulässigkeit der betretenen Wege, wenigstens eines derselben, ausser Zwei- 
fel gesetzt, wodurch man also die Grundideen ans der Theorie der 
Functionen näher zu prüfen, genauer zu bestimmen, wo nöthig zu be- 
richtigen sich gezwungen sah; und so lernte man einsehen , ' was unzu- 
lässig oder auch wohl falsch war in der Lehre von den unbestimmten 
Coef ßcienteo , in der Theorie der Reihen ohne Berücksichtigung ihrer Con- 
vergenz, d. h. ihrer Wahrheit. Auch in den Methoden der Ableitung 
bestimmter Integrale seibat ist auf demselben Wege Vieles mehr bestimmt und 
beschränkt , aber dadurch auch der Gebrauch vor Fehlern gesichert worden. 

Die drei Umstände: die Zerstreuung, der Mangel an Einheit und 
die theilweise Unsicherheit vieler Resultate sind wohl Schuld daran, das« 
man solche Tafeln bis jetzt noch entbehrt. Sie wären aber nicht unr nütz- 
lich, sondern sogar nolhwendig, denn ausser ihrer stetigen Anwendung 
in der Analysis überhaupt können sie in der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, in der Mechanik, in der mathematischen Physik wohl nicht ent- 
behrt werden. Aber eben jene Sammlang würde auch noch de» nicht 
geringen Nutzen gewähren, den Zustand dieser Theorie klar vor die 
Augen zu britigen; was wirklich schon bekannt ist, von dem Unbekann- 
ten zu trennen, die Lücken aber aufzuweisen, die noch oftmals wahrzu- 
nehmen sind. 

Durch diese Bemerkungen veranlasst, habe ich mich seit einigen 
Jahren mit der Sammlung von bestimmten Integralen beschäftigt — so 
riass diese Sammlung schon zwischen zwei und drei Tausend Formeln 
enthalt — nnd dazu ausser den Hauptwerken von Euler, Cauchy, 
Legendre, Schlömilch die wissenschaftlichen Journale von Cr die. 
Griincrt. Lionville und der polytechnischen Schule zn Paris, sowie 
die Abhandlungen der Academien benutzt, wozu ich dann und wann vor- 
zügliche Gelegenheit hatte. Ausser diesen Quellen aber wird es wohl 
noch mehrere Monographien geben, die mir unbekannt blieben oder die 
ich mir zn verschaffen nicht im Stande war; nnd doch ist zor möglichst 
grossen Vollständigkeit meiner Arbeit diese Kenntnis« nothwendig. Wenn 
also die geehrten Herren Verfasser meine Unbekanntheit zn übersehen 
die Güte haben wollten, so ersuche ich sie, zum Mutzen der Wissen- 
schaft mir (etwa auf dem Wege des Buchhandel«) «olche Monographien 
zuschicken zu wollen, wogegen ich von meiner Seite verspreche, Allee 
aufzubieten, eine vollständige und correetc Sammlung zu liefern. 

Eben dadurch könnte e« mir auch gelingen, ein Nebensiel zu errei- 
chen, das ich mir vorgesetzt habe, um namentlich in diesen Tafeln den 
Gang der Wissenschaft getren darzulegen. Die« «oll dadurch erreicht 
werden, das« bei jeder Formel notirt wird, welcher Autor «ie abge- 
leitet habe und wo diess zn finden «ei: bei verschiedener Ableitung ist 
auch die dazu gehörige Literatur dabei anzugeben. Eine solche Ein- 
richtung wird noch obendrein den Vortheil haben , nm , wenn man es ver- 
langt, Hie Quelle selbst nachschlagen und die Ableitung einzelner Formeln 
nebst dem Znsammenhange mit anderen Formeln selbst prüfen zn können. 

Wenn ich mich der gewünschten Unterstützung Seitens der Mathe- 
matiker zu erfreuen die Hoffnung hege . so traue ich meiner Arbeit «u, 
nicht als blosse Compilation zu erscheinen und der Wissenschaft nnd 
ihren Arbeitern Nutzen zu bringen. 

Di \ enter in den Niederlanden, 8. Mai 1853. 

D. Bieren« de Haan, Math. Mag., Phil* Nat. Dock 

■ 

Wie »ehr eich dietee Unternehmen durch »ich aelbtt und durch dh bekommt* Ge- 
schicklichkeit de» Hm. B. de Haan empfiehlt, brauche ich wohl nicht er»t mm bemerken. 

Der Herauigeber. 
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